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RESUMEN 
En este trabajo presentamos el desarrollo lustónco de la trigonometría en las 
diferentes culturas Más adelante, usando los numeros complejos damos una simple 
pero ngurosa introducción a la trigonometría la cual es accesible a los estudiantes de 
media de nuestro sistema educativo 
ABSTRAC 
In this work, is presented the lustoncal development of tngonometry m vanous 
cultures Furthermore,by usng the complex numbers is given a simple but ngurous 
mtroducnon to tngonometry, wich is accesible to the students of médium tenol of our 
educahneld system. 
INTRODUCCIÓN 
Este trabajo está dividido en tres capitulo El primer capítulo descnbimos los aportes 
de la cultura antigua a la Trigonometría, en el segundo capítulo desarrollamos la 
Trigonometría utilizando la serie de potencia y en el tercer capítulo la Tngonometría 
es tratada con otro enfoque, donde utilizamos los numeros complejos para probar las 
identidades mas sencilla de la Trigonometría 
Los babilonios y egipcios empleaban los ángulos de un tnangulo y las razones 
trigonométricas en los que haceres d'anos y construcción de las pirámides por los 
segundos También establecieron la medida de los ángulos en grados, minutos y 
segundos 
Los conocimientos de los pueblos antiguos pasaron a Grecia, donde el matemático y 
astrónomo Hipara) de Nicea construyo las tablas de "cuerdas", siendo las precursores 
de las tablas de las funciones trigonométricas Tolomeo en su libro "El Almagesto" 
daba muchos ejemplos de cómo utilizar la tabla para calcular los elementos 
desconocidos de un triangulo a partir de los conocidos También enuncia el "Teorema 
de Menelao" 
Al mismo tiempo los astrónomos de la India desarrollaron una tngonometría, basado 
en la función seno en vez de cuerdas, no era una proporción, smo la longitud del lado 
opuesto a un ángulo de un tnangulo rectángulo de hipotenusa dada Los matemáticos 
lundues utilizaron diversos valores para esa función seno en sus tablas 
Al final del siglo VIII los astrónomos árabes continuaron con los estudios de la 
Tngonometría heredados de los pueblos Grecia y de la India, pero prefineron trabajar 
con la función seno De esta forma, a finales del siglo X ya habían completado la 
función seno como las otras cinco funciones trigonométricas También descubneron y 
demostraron teoremas fundamentales de la Trigonometría. Estos matemáticos árabes 
fueron quienes dieron lugar, con sus aproximaciones a los valores modernos de las 
funciones Ingonométricas 
Al prmcipio del siglo XVII se produjo un gran avance en los cálculos trigonométricos 
y reglas matemáticas para resolver tnangulo esféncos Con el invento del cálculo 
diferencial e integral, se representa senes infinitas de potencias para seno y coseno 
El tercer capítulo, definimos las funciones trigonométricas mediante expresiones con 
exponenciales de numeros complejos Demostramos que las propiedades básicas de 
IX 
la Tngonometrla son simplemente producto de la aritmética de los numeros 
complejos 
CAPÍTULO I 
LA TRIGONOMETRÍA ANTIGUA 
Los avances de la trigonometna no ha sido Eruto del trabajo de una persona sino de la 
aportacion de muchos matemáticos y de vanas civilizaciones Vamos a ver las aportaciones que 
han hechos estas civilizaciones y algunos matemáticos 
1.1 LA TRIGONOMETRÍA EN LA CULTURA BABILÓNICA 
Los orígenes de la tngonometna se remontan a las matemáticas de la antiguedad Su 
evolucion está relacionada de acuerdo a los distintos pueblos y culturas donde se iba y se 
desarrollo 
Los babilonios utilizaban los lados de un tnángulo rectángulo para determinar la 
razón de sus lados, esto era utilizado en la agricultura De hecho, podemos ver en la 
tablilla Plimpton 322, data entre los años 1600 y 1900 a c Se encontro en la antigua 
ciudad de Larsa (hoy Tell Senkereh), que estaba situada cerca de Uruk y Nippur El 
descifrado inicial de la tablilla corresponde a Neugebaur y Sach Esta tabhlla es 
considerada como percusor de las ideas trigonométrica muy cercanas a las actuales, con 
extraordinario grado de exactitud 
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Cl 	 C2 	 C3 	 C4 
Cuadro 1 Tablilla Phmpton 322 
Segun Moran (2009, p 119) Plimpton 322 es un fragmento de una tableta, cuyo lado 
izquierdo se perdio Sin embargo, la porción restante no era completamente legible Otto 
Neugebauer de acuerdo a su interpretación restaura la parte ilegible del texto y la pieza 
que falta y corrige algunos errores de cálculo cometidos por el escnba, los numeros que 
estan de verdes es la restauración y los rojos es la corrección hecha tabla 1 1 
Se trata de una tablilla con 4 columnas (C1-C4) y 15 filas (más una que sirve de 
encabezado y que trataremos más adelante) 
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Cl C2 C3 C4 
anchura Diagonal 
ovo a c 
1,59,0,15 1,59 2,49 1 
1,56,56,58,14,50,6,15 56,7 3,12,1 [1,20,25] 2 
1,55,7,41,15,33,35 1,16,41 1,50,49 3 
1,53,10,29,32,52,16 3,31,49 5,9,1 4 
1,48,54,1,40 1,5 1,37 5 
1,47,6,41,40 5,19 8,1 6 
1,43,11,56,28,26,40 38,11 59,1 7 
1,41,33,59,3,45 13,19 20,49 8 
1,38,33,36,36 9,1 [8,1] 12,49 9 
1,35,10,2,28,27,24,26 1,22,41 2,16,1 10 
1,33,45 45 1,15 11 
1,29,21,54,2,15 27,59 48,49 12 
1,27,0,3,35 7,12,1 [2,41] 4,49 13 
1,25,48,51,35,6,40 29,31 53,49 14 
1,23,13,46,40 56 53 [1,46] 15 
Cuadro 2 Tabla Plimpton 322 restaurada y escrita en notación moderna 
Tomando el valor de la columna II, línea 4, lo transformamos del sistema sexagesimal 
al sistema decimal 
3,31,49 = 3 x 602 + 31 x 60 1 + 49 x 60° = 12709 
Otro ejemplo, tomamos el valor de la columna Ifi, fila 6, para transformar del sistema 
sexagesimal al sistema decimal 
8,1 = 8 x 60 1 + 1 x 60° = 481 
Para convertir los valores de la primera columna del sistema sexagesimal al sistema 
decimal, debemos seguir un procedimiento diferente a lo efectuado en la columna II y 
columna III. Tomemos el valor de sexta línea y columna I 
1,47,6,41,40 = 1 x 60 ° + 47 x 60-1 + 6 x 60 -2 + 41 x 60-3 + 40 x 60-4 
= 1,785192901 
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El valor de cada cateto «b» viene determinado mediante la operación pertinente entre 
la pnmera y tercera columna Hay que notar que la razón b/c es nuestro actual secante, 
aunque no tenían conocimiento de la secante, por tanto, podnamos considerar esta 
tablilla como una forma temprana e incipiente de tngonometna, sin llegar a exagerar 
innecesariamente esta circunstancia, como el nacimiento de dicha disciplina matemática 
¿Cómo lo babilonios llegaron a este resultado? 
Del teorema de Pitágoras, la tnpleta pitagónco (x, y, z) de enteros positivos, donde 
x2 + y 2 = z 2 representa longitudes de los lados (catetos) y la hipotenusa de un 
triángulo rectángulo con enteros positivos 
Una tnpleta babilóiuca aparece en la cuadro 3 con valores y. (-
z) 2 
 ,x y z en notacion y 
decimal La segunda columna no aparece en la Tabla Pltmpton 322 y las otras columnas 
si aparen en dicho cuadro 
Fila y (
z 
-3, ) 
2 
X Z 
1 120 1 9834028 119 169 
2 3456 1 9491586 3367 4825 
3 4800 1 9188021 4601 6649 
4 13,500 1 8862478 12,709 18,541 
5 72 1 8150077 65 97 
6 360 1 7851929 319 481 
7 270 1 7199837 2291 3541 
8 960 1 6845877 799 1249 
9 600 1 6426694 481 760 
10 6480 1 5861226 4961 8161 
11 60 1 5625 45 75 
12 2400 1 4894168 1679 2969 
13 240 1 4500174 161 289 
14 2700 1 4302388 1771 3229 
15 90 1 3871605 56 106 
Cuadro 3 Tabla Plimpton 322 en notacion decimal 
14 
La Tabla Plimoton 322 contiene tnpletas babilónicas que eran calculadas por la 
formula 
2uv, u2 — 172, u2 + v2 
donde u y y son enteros positivos primos entre sí, que contienen a los factores 2,3 y 5, 
son los unic,os factores primos en la base sexagesinud, 60 = 2 2 - 3. 5 
8 
:o' 
y = 2uv 
Figura 1 Triángulo rectángulo de lados enteros 
Asi, los babilonios obtenían un triángulo rectángulo babilónico, observando que 
(2uv)2 + (u2 _ v2)2 = (u2 + v2)2 
Los babilórucos consideraban a u y y, como coordenadas de pares babilónicos, como 
longitudes de los lados de un tnangulo rectangulo (Figura 1 4) Y para encontrar los lados 
del triángulo, debían determinar los valores de las coordenadas y posteriormente utilizar 
las coordenadas para establecer la triple babilónico 
y = 2uv, x u= 2 _ v2 , z  = u2 + v2 
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Vamos a encontrar los valores de las coordenadas generadas por uy u a parar de la 
tnple babilótuca dada en la Tabla Plimton 322 Vamos a tomar la linea 2 como referencia, 
parax e z 
— = 3367 
u2 + 122 = 4825 
se obtiene 
2u2 = 8192 
u2 = 4096 
u = 64 
ahora para encontrar el valor de y, basta sustituir en una de las ecuaciones 
u2 + v2 = 4825 
4096 + u2 = 4825 
12 2 = 729 
= 27 
As' para la tnple(3367, 3456, 4825), donde (u = 64, y = 27) como coordenadas 
de origen 
Del mismo modo, podemos hacer todos los cálculos, para obtener los valores de las 
coordenadas de la triple babiloruca del cuadro 3 
Sin embargo, según algunos estudiosos, la transcripción de la linea 11, el escriba 
comen° un error al hacer la triple (45, 60, 75) no es exactamente una triple de 
Babilonia, porque en este caso u = 21/F5 e u = VF..5 no son números enteros El 
16 
tnangulo, sin embargo, es similar a un tnángulo babilónico, a saber, que la que se obtiene 
tomando u = 30 , v = 15 
Tengamos en cuenta que la columna de secante, en relación con el ángulo A del 
u2 +v2 triángulo ABC (figura 1) está dada (calculada) por —2—uv 
La cuadro3 Triples babilónicas (2uv, u 2 — v2 , u2 + v2 ) con los valores 
correspondientes de u e y La segunda columna, presentamos los valores de la secante 
(el ángulo adyacente al cateto 2uv) El orden decreciente de la secante 
fila 2uv 
(u2 + v2), 
/ 2uv u2 + u2 u2 _ y2 11 V 
1 120 1,4083333 119 169 12 5 
2 3456 1,3961227 3367 4825 64 27 
3 4800 1,3852083 4601 6649 75 32 
4 13500 1,3734074 12709 18541 125 54 
5 72 1,3472222 65 97 9 4 
6 360 1,3361111 319 481 20 9 
7 2700 1,3114815 2291 3541 54 25 
8 960 1,3010417 799 1249 32 ' 	 15 
9 600 1,2816667_ 481 769 25 12 
10 6480 1,2594136 4961 8161 81 40 
11 30 1,25 45 75 2-N/1 N,f1 
12 2400 1,2204167 1679 2929 48 25 
13 240 1,2041667 161 289 15 8 
14 2700 1,1959529 1771 3229 50 27 
15 90 1,1777778 56 106 9 5 
Cuadro 4 
Poco antes de la 300 A.0 , los babilonios introducen la división del circulo en 360 
partes, no está claro por qué, se cree 360 que es fácilmente divisible por numeros enteros 
pequeños, o porque es un numero de días de los año 
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Dos siglos más tarde, la división del círculo en 360 partes, usado por los babilonios, fue 
adoptada en el mundo griego junto con la división sexagesimal en grados, minutos y 
segundos, para expresar las longitudes de arcos 
De acuerdo con un tablero encontrado en Suza en 1936, los babilonios utilizaban el valor 
1 	 7 	 30 de 7r como 3 -
e ' 
es decir, la notación babtlónica, 3, 7,30 = 3 + — + - 
60 602 
Como astronomos, 	 pretendían desarrollar herramientas y cálculos para hacer 
observaciones, registrar el tiempo para el desarrollo de la agncultura, establecieron un 
calendario lunar atreves del nacimiento y desaparición de la luna respectivamente en el 
horizonte al oeste y este, analizaron el movimiento de los planetas, los eclipses lunares e 
incluso localizaron constelaciones, lo que permite la organización de un calendario 
astrológico en el siglo 28 A.0 
1.2 LA TRIGONOMETRIA EN LA CULTURA EGIPCIA 
En fechas similares a los babilonios, y de forma más o menos independiente, los 
egipcios también toman conciencia del problema de la medición de ángulos Fueron ellos 
quienes establecieron la medida de los ángulos en grados, minutos y segundos, criterio 
que se ha mantenido hasta nuestros dias, y utilizaron la medición de triángulos en la 
construcción de las pirámides 
Otto Neugebauer, uno de los estudiosos más notables y senos de la Matemática en la 
Antiguedad, dice al respecto en un libro publicado en 1934, "Ninguna fuente conocida 
habla de la relación entre los cuadrados de los catetos y el de la hipotenusa en forma 
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pitagórica No obstante, parece muy posible que la Geometría egipcia tuviera conciencia 
del teorema de Pitágoras" 
Los famosos papiros de Rlund y de Moscú, a pesar de su alto valor matemático, no 
mencionan el Teorema de Pitágoras ni las ternas pitagóricas No obstante, los egipcios 
conocian y utilizaban el hecho de que el triángulo de lados 3, 4 y 5 (o proporcionales a 
estos números), llamado "Triángulo egipcio", es rectángulo, para trazar una línea 
perpendicular a otra, a modo de "escuadra de carpintero", que era una practica habitual de 
los agrimensores oficiales para recuperar las fronteras de los linderos de las tierras tras 
las crecidas del no Nilo 
Todas las piramides de Egipto, excepto la de Keops, incorporan, de alguna manera, 
este triángulo rectángulo en su construcción, el cual añade a su sencillez, que permite una 
comprobación visual instantánea del Teorema 
Figura 2 
En 1858 el escocés A. Henry Rhind visito Egipto por motivos de salud (padecía 
tuberculosis) y compro en Luxor el papiro que actualmente se conoce como papiro 
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Rlund o de Ahmes, que se encontró en las ruinas de un antiguo edificio de Tebas, el 
papiro fue a parar al Museo Británico Fue escrito por el escriba Ahmes 
aproximadamente en el 1650 A.0 Consta de 87 problemas y su solucion, los 
problemas 56y 60 son importantes porque contienen aspectos de trigonometría y de una 
cierta teona de semejanza de triángulo 
Problema 56 ¿Cuál es el seqt de una piranude de 250 cubas de altura y 360 cubas de 
lado en la base? 
Problema 60 ¿Cuál es el seqt de una pirámide de 15 cubas de altura y 30 cubas de lado 
en la base? 
Vamos a resolver el problema 56y 60 El problema 60 se resuelve de la misma forma 
que el problema 56 
Solucion El seqt es lo que hoy conocemos por pendiente de una superficie plana 
inclinada En mediciones verticales se utilizaba como unidad de medida el codo y en 
horizontales la mano o palmo, que equivalla a 1/7 del codo 
La solución presentada por Ahmes es 
Calcule 1/2 de 360 que da 180 
Multiplique 250 por 1/2 + 1/5 + 1/50 para obtener 180 
Un cuba son 7 palmos Multiphcar ahora por 1/2 + 1/5 + 1/50 que da 5 + 1/25 
Luego el seqt es 5 + 1/25 palmos por codo 
Representamos una figura con los datos del problema 
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Figura 3 
Del problema de mantener la pendiente de cada cara constante durante la construcción 
de la pirámide, surge lo que podríamos considerar como la primera razón trigonométrica 
Los egipcios tenían en cuenta el cociente entre "el avance" y "la subida" para medir la 
pendiente, es decir, lo hacian por medio del cociente entre la variación horizontal y la 
vertical (la actual cotangente) a la que llamaban "seqt" Hoy en dm esta razón tiene 
importancia en arquitectura, donde se llama a esta medida "desplome" 
1.3 LA TRIGONOMETRIA EN LA CULTURA GRIEGA 
Tanto las tablillas mesopotánucas y los papiros egipcios, como todos los documentos 
prehelémcos, contienen siempre casos prácticos, sin ninguna formulación general, son 
unas matemáticas totalmente utilitanas 
Los astrónomos babilonicos de los siglos IV y V A.0 habían acumulado una cantidad 
de datos astronómicos que iban a permitir a los matemáticos griegos construir la 
tngonometna gradualmente 
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Los astrónomos de la época Alejandnna ya habían empezado a trabajar en problemas 
que apuntaban de una manera cada vez mas urgente a la necesidad de establecer 
sistematicamente relaciones entre los ángulos y las cuerdas Por medio de la semejanza 
de tnangulos, Aristarco de Samos (310 A C -230 A.C) daba la relación entre las 
distancias Tierra-Sol y Tierra-Luna, en el tratado titulado Sobre los tamaños y 
distancias del Sol y la Luna 
Solo vamos a ver el método utilizado por Anstarco para calcular la distancia de la 
tierra al sol Sabemos que la luna recibe la luz del sol, cuando vemos media luna 
iluminada, la luz del Sol forma un ángulo recto con la linea que une la tierra y la luna, el 
ángulo a que forman las direcciones Tierra-Sol y Tierra-Luna obtendremos un tnangulo 
rectángulo que es fácil determinar la distancia Tierra-Sol Obteniendo el valor de 87 
grados Como la suma de los ángulos de un triángulo siempre vale 180 grados, el ángulo 
beta medirá 3 grados 
En el razonamiento que sigue, haremos el mismo aproximación del cálculo antenor, 
es decir, que las longitudes de la cuerda y el arco son iguales, pero en este caso 
utilizaremos los valores de la mitad de la cuerda y del arco 
Con centro en el Sol, dibujamos una circunferencia con la que podemos escnbir la 
siguiente relacion 
30 	 360° ir R 
Distancia Tierra – Sol . 
	
2 
120 a 
R= —F– 
Distancia Tierra – Sol = 19 099 - 386 241=7 376 817 
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Algo más de siete millones de kilómetros, es decir, que el Sol dista de nosotros una 
veinte veces más que la Luna Aristarco cometió un error importante al medir el angulo 
alfa, que en realidad es de unos 89,87°, lo que da como resultado, una distancia veinte 
veces mayor de la que calculó Aristarco, es decir, de unos 147 millones de kilómetros 
frente a los 150 millones de kilómetros que es la distancia verdadera 
Otro trabajo que aportó nuevas muestras de aquella epoca, y se daba un ambiente 
idóneo para el nacimiento de la tngonometría, es el trabajo de Eratóstenes de Cirene (276 
a C -194 a C ) en su tratado, Sobre la medida de la tierra 
Erastostenes, a viajar a Egipto para tomar posesión de su puesto de director del 
Museo, le pregunto al capitán del barco cómo se onentaban los marinos en alta mar El 
capitán le informó que manterna una de las estrellas que menos se mueven en el 
firmamento constante a popa cuando iban hacia Egipto, y de directamente a proa cuando 
regresaban a Grecia Además le comunicó que la sombre de los objetos iluminados por el 
sol de medio& disminuia al ir de Grecia a Egipto, por la que el tamaño de la sombre del 
mastil les servía también de referencia 
Estas observaciones estaban de acuerdo con los datos que se encontraban en el Museo 
sobre el tamaño de las sombras En la ciudad de Siena, el 21 de Jumo (solsticio de 
verano) el Sol iluminaba el agua de los pozos, por muy profundos que fuesen y los 
edificios no proyectaban sombra El decir, el Sol se encontraba exactamente en la vertical 
de Siena 
En cambio, en Alejandría, ese mismo día una estaca (de un metro) clavada en el suelo 
proyectaba una sombra (0,16m) apreciable Calculo el ángulo del tercer lado Alrededor 
de 7° más o menos, la 50 parte de un círculo 
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Erastostene, sabia que un camello tardaba cincuenta dias en recorrer el trayecto entre 
Alejandría y Siena Dado que un camello bien alimentado era capaz de cubnr 100 
estadios al dia, la distancia entre las dos ciudades sería de 5,000 estadios, y multiplicando 
dicha distancia por 50 (el segmento del circulo que habla calculado usando la estaca), 
llegó a la conclusión de que la tierra tenía una circunferencia de 250,000 estadios 
Aunque no se tiene datos exactos, se sabe que un estadio equivale a unos 160 m 
(actualmente se suele tomar 158m) Por lo tanto, los 250 000 estadios son 
aproximadamente 250 000 * —160 = 40 000Km. 1000 
400 000Km  De donde el radio de la Tierra r = 	 = 6 366,29 Km 	 Las actuales 2ir 
mediciones sobre el radio de la Tierra dan el valor de 6 378 lun 
Después de Aristarco, Apolocuo calcula un conjunto de cuerdas Pero fue solamente 
alrededor de 150 A C que surgio la primera tabla trigonométrica con el astrónomo 
Hipare.° (180-125 A.C) el cual asoció la cuerda de un arco, al ángulo céntrico 
correspondiente a un círculo de radio xo 
Sea a el angulo central y la cuerda de a por crd(a), tanto para los estudios de 
%parco como de Ptolomeo Obviamente la cuerda subtendida por un angulo centnco 
depende del radio de la circunferencia Su objetivo era establecer, atreves de la relación 
entre la cuerda de un ángulo y el ángulo céntrico, un desarrollo para sus observaciones 
astronomicas Haciéndose, de esa forma, una transición de la astronomía babilónica y la 
obra de Ptolomeo 
Hipare° utilizó la notación sexagesimal oriundo de los babilonicos para expresar las 
medidas del largo de las cuerdas en términos de grados, minutos y segundos (un abuso de 
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lenguajes) En verdad, el grado, como el largo de la cuerda, sería la parte entera, los 
minutos serían la parte sexagesimal y los segundos serían 3600 ayos 
Cada una de las 360 partes iguales que dividimos la circunferencia, recibió el 
nombre de arco de 1 grado(1°) y cada arco de 1 grado fue dividido en 60 partes iguales, 
cada una de esas partes recibió el nombre de arco de 1 minuto (sexagésima parte de un 
grado, 1°=60') Además de eso, cada arco de 1 minuto también fue dividido en 60 arcos 
iguales y recibió el nombre de arco de 1 segundo (sexagésima parte de un minuto, 
l'=60") 
No hay datos que compruebe como %parco realizo su Tabla de Cuerdas, pues muchos 
registros se perdieron Sin embargo, las teonas de Hipara) contribuyo grandemente a la 
realización de la obra mas importante de la Trigonometría de la antiguedad, el Almagesto 
de Claudio Ptolomeo 
Sabiendo que el largo de la circunferencia es 2irr Iliparco tomo la aproximación 
sexagestmal de ir de la siguiente forma 
8 30 
3, 8,30 = 3 + — + — = 3 14166667 
60 60 2 
despues calculó el radio aproximado como 
c R = - (Largo de la circunferencia 2n 
360°x6Of 
= 	  
2x3,8,30 
360°x 60'= 6 x 60 2 +0 x 60+0 x 1 
= 6, 0,0 
Y 
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por lo tanto 
2/r = 6, 16,60 
= 6, 17 
„ 
lt = — 
6,17 
= 57,18' 
= 57 x 60 + 18' 
= 3438' 
en sus cálculos Fliparco adoptó una circunferencia de radio 3438' 
Para calcular la Tabla de Cuerdas, Hiparco inició con el ángulo de 60 0, observando 
que la cuerda de 60 grado es igual al radio de la circunferencia (triángulo equilátero) 
luego 
crd(60) = 3438' 
para el ángulo de 900, él obtuvo la cuerda igual a 
R ,./2- = 3438' x 1,414 = 81,2 = 81 60+2 
al calcular el valor de otras cuerdas Ffiparco utilizó dos resultados geométricos 
• Primer resultado En la figura 4, aplicando el Teorema de Pitagoras obtenemos 
(2 R) 2 = crd2 (180 — a) + crd2 (a) 
crd2 (180 — a) = (2 R) 2 — c-rd2 (a) 
crd(180 — a) = V (2R) 2 — crd 2 (a) 
La relación entre cuerdas y senos está dada por 
a CD/2 CD 
	 1 
sen-2 = —R = —2R = —2R crd(a) 
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crd(a) 
ID 
Figura 5 Relaciones entre seno y cuerda 
como a = A08 (figuras) 
Afirmacion 1 Para un angulo a, con O 5 a 5 180 0, en notacion moderna 
2 a 	 a sen —2 -I- COS
2 —a 
= 1 es equivalente a la igualdad crd(180 — a) = 2Rcos —2 2 
siendo crd(a) = 2R senl y crd(180 — a) = V (2R) 2 — crd 2 (a), 2 
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si sen2 -a ± COS 2 - = 1 
2 
entonces 
crd(180 — a) = .51(2R) 2 — (2R) 2sen2 ; 
=2Rj1- sen21 
2 
a 
= 2Rcos-2 
reciprocamente, si crd(180 - a) = 2Rcosl 
a 	 a 	 a crd 2 (180 - a) 
sen2 -2 + cos 2 —2 = sen2 2 + 	  (2R) 2 
(2R) 2sen2-a+crd2 (180 - 2  
(2R) 2 
crd2 a+ crd2 (180-a)  
(2R) 2 
(2R) 2 
= - = 1 (2R) 2 
• Segundo resultado Hiparco dedujo una fórmula para el cálculo de la mitad del 
ángulo, crd(1)= .JR(2R - crd(180- a)) 
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Figura 6 Cuerdas de mitad del ángulo 
Vamos a ver como Hipare.° obtuvo la formula para el cálculo de mitad del ángulo 
Observando la figura 6, supongamos que a = z. BOC sea bisectado por OD 
Podemos expresar crd ( 52 ) = DC en término de crd(a) = BC, podemos tomar E en 
AC, tal que AE =AB 
Como OD biseca a z BOC, los ángulos BOD e DOC son congruentes y BD = DC 
Asi, sigue que z DAB ••• z DAC 
Ahora, como h DAC --• z DAE, tenemos que los tnangulos ABD e AED son congruentes 
y por lo tanto BD = DE 
También DC = DE, pues BD = DC e BD = DE 
Así el triángulo DCE es isósceles 
Tomando a DC perpendicular a AC, entonces EF = FC, luego 
FC =1(AC — AE) = -1(AC — AB) FC =1(2E — crd(180 — a)) 
de la semejanza de los tnángulos ACD e DCF, los h ADC L- • LDFC e ¿OCA --=':: LFCD, 
tenemos que 
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AC CD 
- = - CD 2 = AC FC CD FC 
por los tanto 
a 	 1 
crd 2 (—) = CD 2 = AC FC = 2R (-2 (2R - crd(180 — a))) 2 
= 12(2R — crd(180 — a)) 
Hiparco obtiene crd () = \112(2R — crd(180 — a)) la fórmula de medio angulo 
Veamos en notacion moderna el cálculo del seno de medio ángulo 
a 2 (2R sen-4) = R (2R — 2Rc0s —\ 
cr 
2) 
intercambiando a por 2a obtenemos 
2a 2 
— 	
2a) (2Rsen 4 ) = R (2R — 2Rcos —2 
a 2  (2Rsen-2) = R(2R — 2Rcosa) 
a  
(2Rsen-2 )
2 
 = R(2R(1 — cosa)) 
a 
4R 2 sen2 7: = 2R 2 (1 - cosa) 
z 
a 2R2 (1 - cosa) 
sen2 2 = 	  4R2 
a (1 — cosa) 
sen2 2 = 	  2 
De esta forma, Hiparco calculo su Tabla de cuerda de 00 a 1800 
 el intervalo de (7 y 
en (7 1) °
' 
 teniendo en cuenta que 2  
1 (7 —2). = 15°/2 e 15° = 30°/2 
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No hay datos que muestren cómo Hipar° hizo su Tabla, porque muchos de los 
registros se perdieron En el siglo IV, Teon de Alejandna hiso referencia a un tratado de 
doce libros que Hipara> habla escrito sobre los acorde de un circulo y probablemente sus 
métodos fueron similares a los utilizados postenormente por Ptolomeo 
Para calcular, las longitudes de las cuerdas de un arco, utilizando las fórmulas 
crd(a)=1(2R) 2 — crd(180— a) e crd(1)= JR(2R — crd(180— a)) 
Hiparco construyó la pnmera tabla de cuerdas de la época Vamos a calcular, las cuerdas 
de 30° y 150° Como la crd(60) = R, entonces podemos aplicar la formula de la mitad 
de la cuerda para obtener crd(30) Luego, 
crd2(
60 
-2 ) = 12(2R — crd(180— 60)) 
La crd(120) es complemento de la crd(60), como el triángulo esta Inscnto en la 
circunferencia (figura 4) por el teorema de Pitágoras crd(120) = Nr5 R De ahi, basta 
aplicarla en la fórmula para obtener la crd(30) Mi 
crd2 (30) = R(2R —NráR) 
= 2R 2 —,rsR2 
crd(30)= \iR 2 (2 —V) 
= R.i2 — N5 
ahora, para calcular a crd(150) usamos la formula complementana 
crd(180 — 30) = V(2R) 2 — crd2 (30) 
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2 
= .14R2 - (R GI2 	 - 1 
= .i2R2 + R2 ,1-3- 
= R2-TI-- N/N 
Para calcular el largo de las otras cuerdas, fflparco utilizó una forma práctica para 
completar su tabla, pues tema las crd(a) y asi podía obtener la crd (55-2 ) y viceversa De 
esta forma, pudo haber llenado la tabla de cuerdas Vemos a continuación 
a en grados crd(a) 
71 2 
2 + ./5 
15 
2 + NIN 
221 2 
2 + Na 
30 
,1 	 '15 
37-2 
i 	 i2 + 2 — 
45 
_ 
521 2 
Ri2 - .512 — T21775 
60 
671 2 
- Vi 
32 
75 
Ri2 — ,j7-73- 
82-1 
2 
Ri2 — ‘12 — 2 -.U--11-5 
90 R,Ti 
971 
2 
Ri2 + .12 — 2 -T17/5 
105 
R j2 + .171-75 
1221 
2 
Ri2 +i2 —.12173- 
135 
Rj2 
1421 
2 
Ri2 +12 + j2-- 75 
150 
Rj2 + Nr§ 
165 
Ri2 + 	 2 -j- Ir§ 
165 
Ri2 + 2 -,17-- Nrá 
1721 
2 
R\12 +i2 + 2 -F1----VN 
180 R,r2- 
Cuadro 5 Tabla de Cuerdas de Hipare() 
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De esta forma, se presume que la teoría de Hiparco contribuyo grandemente a la 
realización de la más importante obre de la Tngonometna en la Antiguedad, el 
Almagesto de Claudio Ptolomeo 
Alrededor de año 100 D C, Menelao de Alexandna elaboró un tratado de seis libros 
sobre cuerdas y círculos Sin embargo muchos no fueron encontrados Sólo el tratado 
más importante, llamado Sphaenca, escrito en tres libros Este tratado conocido como la 
mas antigua obra sobre triángulos esféricos de la época El Libro III trata sobre el famoso 
teorema de Menelao, 
Teorema' "Menelao " Si una recta mtersecta los lados BC,CA y AB (o sus 
prolongaciones) de un triángulo ABC en los puntos L,M y N respectivamente, entonces 
AN BL CM 
NB LC MA 
Demostración 
Sean AP, BQ y CR las perpendiculares desde A,B y C, respectivamente a 
la recta donde se encuentran L, My N 
Los tnángulos rectángulos APN y BQN son semejantes 
por lo tanto 
AN AP AN 	 AP (1)  
BN BP NB 
	 BQ 
por la misma razón, los tnangulos QBL y RCL son semejantes 
de aquí que 
BL QB BL 	 QB (2)  
CL RC 	 LC 	 RC 
por otro lado, los tnángulos rectángulos APM y CRM tambien son semejantes 
de modo que 
34 
CM CR CM 	 CR (3) 	 <=1, = -AM AP MA 	 AP 
por lo tanto, por (1), (2) y (3), tenemos que: 
AN BL CM 	 AP\( QB\( CR\ ( AP\(BQ\MC\ 
NB . LC . MA — k— 	 Bc) k — AP) l — BQ) kBc) kAP) —1 
Figura 7 
La obra "Sintaxis Matemática", consta de 13 libros escrito por Ptolomeo, considerada 
la obra de la trigonométrica más significativa e influyente en la antigüedad, conocida 
después como Almagesto (el más grande), en relación a los trabajos astronómicos de 
Aristarco y otros. 
El primero de los 13 libros trae informaciones de matemáticas básicas, indispensable 
de la época para comprender los fenómenos celestes, por ejemplo las proposiciones sobre 
geometría esférica ya estudiadas por su predecesor Menelao de Mexandria, los métodos 
para calcular: largo de las cuerdas, las construcciones de la tabla de cuerdas, entre otros. 
Los demás libros fueron dedicados a la Astronomía. Consiste también en una tabla de 
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cuerdas donde se dan ejemplos de cómo calcular los elementos desconocidos de un 
tnangulo, a partir de los conocidos, utilizando la tabla "En esta obra Ptolomeo calcula las 
cuerdas asociadas a ángulos centrales de 72° y 36°, que corresponden a los lados del 
decágono y pentágono regulares inscntos en el circulo a partir de diversas proposiciones 
de los "Elementos" de Euchdes y de un teorema que aparece por pnmera vez en el 
"Almagesto" y que ahora conocemos con el nombre de teorema de Ptolomeo y que es 
básico para demostraciones geométricas de las formulas trigonométricas 
Para calcular el lago de la cuerda de los ángulos de 36° y 72° que corresponden a los 
lados del decagono y hexágono regulares mentos en el circulo, Ptolomeo utilizó algunos 
resultados del libro "Los elementos de Euchdes", como las proposiciones 6 del libro II, 9 
y 10 del libro Hl 
Vamos a ver como Ptolomeo calculó el largo de estas primeras cuerdas Por lo tanto, 
denota el largo de la cuerda de a, por crd(a) 
Proposición 2 Si se añaden el lado de la [equilatero] hexagono y el de la [equilátero] 
decagono inscritos en el mismo circulo juntos, toda la lmea recta ha sido cortada en 
extrema y media razón, y el segmento mayor es el lado del hexagono 
En lenguaje mas simple, la Proposición 1 dice que siendo 1 10 y 16 los lados 
respectivo del decágono y hexágono inscritos en un mismo circulo, 
in 	 16 
-7 
 
- 110+16 
-- 
 
16 	 6 
36 
o 
a 	 r 
Figura 8 
hagamos algunas consideraciones de la figura 8 sea a = / lo, r = 16 y 	 a/r = 
(1,11- 1)/2 
Demostración Consideramos un triángulo isósceles AOB (figura 22), siendo AB = a = 
110 y OB = r = /6 
Sea D, un punto entre AO talque AD = r — a un segmento AC conteniendo el lado AB 
del tnángulo AOB de modo que BC = r 
de forma que AAOB - AABD entonces, 
a r — a 7 = _-_,_t _ 
luego, 
,. a2 = r2 - ar <=> a2 + ar — r2  = u 
así 
—r+VIr VI -- 1 
a= 	 = 	  2 	 2 
por lo tanto 
37 
Haciendo uso de la proposición de Euchdes, Proposición 1, Ptolomeo calculo el largo 
de la cuerda de 36° de la siguiente manera Ptolomeo consideró la siguiente proposicion 
Proposición 3 Sea ADC el diámetro de un circulo con centro en D Sea DB 
perpendicular a ADC E el punto medio de DC y sea F un punto en AD tal que EB = EF 
Entonces el punto D divide el segmento FC en extrema y media razon 
Demostración Sea ADC el &metro del circulo (figura 9) con centro en D El 
segmento BD es perpendicular la ADC Sea E un punto en DC tal que DE = CE y F 
en AD tal que EF = EB 
B 
C 
Figura 9 
Vamos a mostrar que el punto extremo y la media razón es el punto D , es decir, es el 
punto intenor de división áurea del segmento CF 
Utilizaremos pnmero la proposicion 6 del libro II de Los Elementos, que afirma 
CF x FD + (ED)2 = (EF)2 
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de hecho, 
FC = FD + ED + EC 
luego por la construcción de E sigue que 
FC = FD + 2 ED 
así 
FC FD = (FD + 2 ED) FD = (FD)2 + 2 ED FD 
entonces 
CF FD + (ED)2 = (FD)2 + 2 ED FD + (ED)2 
CF FD + (E D) 2 = (F D + E D)2 
como FD + ED = EF, entonces 
CF FD + (ED)2 = (EF)2 
como consecuencia 
CF FD = (EF)2 — (ED)2 
 (Teorema de Pitágoras) 
= (EB) 2 — (ED) 2 
= (BD) 2 
por otro lado, 
(BE) 2 = (BD) 2 + (ED) 2 
(BD) 2 = (BE) 2 + (ED) 2 
(B D) 2 = (D C) 2 
por lo tanto 
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CF FD = (DC)2 
CF DC 
DC = FD 
Y 
oF 	
D 	 C 0 o 
Figura 10 
Longitud del segmento FC = x+ y 
El cálculo de la cuerda de 36° se hace de la siguiente manera 
FD = _F7DC 
<=> FC FD = (DC)2 = O = III- —1 
 DC 	 2 
como en efecto, 
x y 
y x+y 
y2 = x2 + x y 
O = x2 + x y .. y 2 
luego 
A= y 2 — 4 1(—y 2) 
= y2 + 4y 2 
= 5 y 2 
_y ± 15-7 
X = 	  2 
como x > 0, entonces 
(./1 — 1) y x  
— =0 2 	 y 	 2 
o sea 
x 
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además, como x = crd(36)(lado del decágano) e y = crd(72)(lado del hexágono), 
pero también y = R (el rayo del círculo) Luego, 
crd(36) = (VI — 1) R  
2 
(ig-i.)  
como 2  <1, entonces crd(36) < crd(72) 
Ahora, vamos a mostrar a través de la siguiente proposición que el largo del lado 
del pentágono es crd(72) expresada en función del largo de la cuerda de 36 (el lado del 
decágono) 
Proposición 4 Si un pentágono equilátero es mscnto en un circulo, el lado del 
pentágono es igual a los cuadrados en el lado de la [equilátero] hexagono y el de la 
[equilatero] decágono inscrito en el mismo círculo 
D 
Figura 11 
la cuerda de 72 es igual la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados del radio y de la 
cuerda de 36 
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Demostracion De la figura 11, AB es un lado del pentagono regular inscrito de largo y 
e AD es el lado de un decágono regular mscnto cuya largo mide x 
Note que OC intersecta DB y AB Como los ángulos OAC y AOC son congruentes (el 
triángulo OAB es isósceles con base AB y lados iguales a R) sigue que los tnángulos 
OAB y COA, son semejantes, 
donde 
R AC 
—y = —R 
(4) R2 = y AC 
También de la figura 5, verificamos que los triángulo DAB y CDB son isósceles, 
luego 
x y 
E' = -x- 
(5) x2 = y BC 
ahora sumando miembro a miembro las ecuaciones (4) e (5) 
R 2 + x 2 = y (AC + BC) 
como y = AC + BC entonces 
R2 + x2 = y2 
pero, y = crd(72) 	 Veamos, 
2 R2 ÷ ((III i) R )
2 
Y — 	 k 	 2 
= R2 ÷ ((5 — 2 VI + 1) R 2) 
4 
4 R2 + 5 R2 — 2 N/1 R2 + R2 
	
= 	  
4 
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10 R2 — 2 VI R2 
= 	  
4 
5 R2 — VI R 2 
= 	  
2 
R 2 (5 — NI-5) 
= 
2 
luego, 
15 — VI 
y =  2 	 R = crd(72) 
q d 
En concordancia con los resultados de arnba, Ptolomeo observo que el ángulo inscnto 
que subtende el diámetro y el lado recto, aplicó el teorema de Pitágoras para calcular las 
largo de las cuerdas de otros ángulos, como 108°, 120° y 144° 
Ahora vamos a encontrar los valores numéncos, preciso para los acordes de 108°, 
120° y 144° 
8 
CC 
c 
de la figura 12, tenemos 
R 
R 
Figura 12 
crd2 (108) = (AC) 2 — crd 2 (72) 
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	  2 
crd 2 (108) = (2 R) 2 — (R i5 —21 
=4 R25 R2 — VI R 2 2 
8 R2 — 5 R2 + ,,r1 R 2 
= 	  
2 
3 R2 +1/1 R2 
= 	  
2 
.‘ 	 -I- 111 
crd(108)= R 13  2 
de la misma forma, obtenemos crd(120) y crd(144) 
crd2 (120) = 4 R2 — crd 2 (60) 
crd2 (120) = 4 R 2 — R2 
crd(120) = R J5 
ahora 
crd 2 (144) = 4 R 2 — crd 2 (36) 
= 4 R 2 — (-R-12 
= 16 R2 -6 R2 +2115R2  
4 
= (1O-1-2,rg) R2 
k 4 ) 
crd(144) = p R 
2 
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La clave para la suma y diferencia de longitudes de arco. Que hoy conocemos como 
el teorema de Ptolomeo. 
Teorema 5 (Teorema de Ptolomeo). Dado cualquier cuadrilátero inscrito en un círculo, el 
producto de las diagonales es igual a la suma de los productos de los lados opuestos. 
Figural 3 
Demostración: De la figura 13, se desprende el hecho que LBAC z_BDC (ya que 
subtienden el mismo arco). Si trazamos un segmento desde 8 hasta un punto E de la 
diagonal AC , tal que los ángulos LABE LBDC. De esto se desprende que los 
triángulos ABE y DBC son semejantes, por AA 
Y 
LAEB LBCD 
por lo tanto 
AE CD 
=73-15 BD • AE =AB • CD AB 
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observamos que LADBr..-..- LACB (ya que subtenden el mismo arco) A partir de la 
construcción de BE, también tenemos de que LABD a LCBE Ahora sigue que los 
triángulos ADB y ECB son semejantes (por AA), 'por lo tanto 
BD BC 
= Ec BD EC = AD BC AD 
la combinación de estos resultados, se obtiene 
BD AC = BD (AE + EC) = BD AE + BD EC = AB CD + AD BC 
o 
Con este teorema, Ptolomeo desprende tres corolarios para calcular más longitudes de 
cuerda los acordes de la diferencia de dos arcos, el acorde de la mitad de un arco y la 
cuerda de la suma de dos arcos, Veamos como Ptolomeo efectuó estos calculos 
Corolario 6 (Acorde a la diferencia de dos arcos) 
2Rcrd(a — II) = crd(a) crd(180 — ID— crd(13)- crd(180 — a) 
c 
Figura 14 
Demostración A través de la Figura 8 es posible observar qué el largo de los arcos está 
dado por BD = crd(180 — fi). AC = crd(a), AB = crd(f?), 
CD = crd(180 — a) AD = 120 = 2 R e BC = crd(a — (I) 
sustituyendo este resultado en el teorema de Ptolomeo 
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AB CD + AD BC = AC BD 
crd(13) crd(180 — a) + 2R crd(a — 13) = crd(180 — fi) crd(a) 
luego 
2R crd(a — 8) = crd(180 — fi) crd(a)— crd(13) crd(180 — a) 
Ei 
Note que esta formula puede ser traducida para la diferencia del Seno de dos arcos De 
hecho, como OA = OB = R sea un rayo unitario, el segmento AM (figura 9) es dado 
a 
como sen(-2 ) Mientras que para Ptolomeo el segmento AB era el largo de la cuerda del 
ángulo céntrico a = A08 Entonces, como sabemos que 
crd(a) = 2Rsen() 
D 
Figura 15 
Ahora, sustituyendo este resultado en la formula de diferencia de cuerdas de Ptolomeo 
tenemos que 
2R - crd(a — fi) = crd(180 — fi) crd(a)— crd(13)- crd(180 — a) 
2R (2Rsen( a —2 P)) 
180 — a \ a 
2Rsen( 13)• 2Rsen( 	  2 = 2Rsen(-2 ) 2Rsen(
180
2
— P) 
2 	 1 
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Mesen G — -2-f3) = 4R 2sen(c1) sen (90 - /1) - 412 2sen G1) sen (90 a2 	
- -2) 
a 	 fl 	 13 sen(cl— 9 = sen (-2 ) sen (90 — —2) - sen (-2 ) sen (90 _ cl) 2 2 	 2 
a Sea —2 = a e —13 = b 1  sigue que 2  
sen(a — b) = sen(a) sen(90 — b) — sen(b) sen(90 — a) 
Como cos(0) = sen(90 — O), luego 
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — sen(b) cos(a) 
la ecuación antenor expresa la diferencia de cuerdas en notación moderna 
Ahora, vamos a ver como Ptolomeo obtuvo el siguiente resultado 
Corolario 7 (Acorde de medio arco) Semicírculo ABCD con diámetro de AC La 
longitud de cuerda BC conocido, el arco BC bisecado en el punto D, DF 1 AC, vamos 
AE = AB( 1 a , como se muestra en la figura 10, pero también que BC = crd(a), para 
que BC = crd(a), para que BD = DC = crd (fa) ) entonces (CD) 2 = 1 AC(AC — 
AB) (encontrar una fórmula de la cuerda del medio y el arco y demostrar su equivalencia 
a la identidad para el seno de un ángulo medio) 
R 
Figura 16 
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Demostración Tenemos que ABAD a. AEAD por LAL (hipotesis), luego BD = DE Por 
otro lado, BD = DC y zBAD = zDAC, tenemos 
(6) DC = DE 
Por definición de triángulo isósceles y (1), el ADEC es escóseles Como la altura del 
triángulo isósceles biseca la base, los ADEF ''' ADFC, por lo tanto 
(7) EF = CF 
además 
(8) EC = AC — AE = AC — AB (por AE = AB) 
2 CF = CF + CF = CF + FE = EC = AC — AB 
tenemos 
(9) CF =1(AC — AB) 
como zADC = z.DFC = 900 
 y LACD = LFCD, luego AACD 511 ADFC , lo cual 
(10) 
Utilizando (9) en (10), tenemos 
AC
= 
 CD 
- _ 
CD CP 
(CD) 2 = AC CF 
(CD) 2 =1AC(AC — AB) 
La ecuación (11) se divide por (AC) 2 
(CD\ 2 1 í AB \ 
kA) C = ik i _ AC ) 
	
Sea sen 1 	 CD 	 AB -a = — ecos a = — (figura 10), entones 
	
2 	 AC 	 AC 
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1 	 1 (sen —2 a)
2 
 = —2 (1 — cos a) 
por lo tanto 
1 	 j1 — cos a 
sen —2 a = 2 
o 
Corolano 8: (Acorde de la suma de dos arcos) Dado el círculo ABCD, con centro en el 
punto F Con AB y BC longitudes de la cuerda conocida ( a y /3 como se muestra, pero 
también AB = crda y BC = crdP) Determinar la fórmula para el acorde de la suma 
de dos arcos 
Figura 17 
Demostración Utilizando el Teorema de Ptolomeo en el cuadrilátero ABCD, tenemos 
ACxBD=ABxDC+ADxBC 
2R crd(a + p) = crd(p) crd(180 — a) + crd(a)crd(180 — p) 
o 
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En notación moderna podemos obtener la formula de seno para la suma de dos 
ángulos como sigue 
como crd(9) = 2Rsen (—o) utilizando esto en resultado obtenido, tenemos 2 
P 	 180 — a 
	
2R x 2R sen (a + 13 2 ). 2R sen (-2) x 2R sen( 	 2  ) + 
a 2R s enG) x 2R s en ( a8111-1-) 
2 
4R2 
 (
a II 	 P 	 a i + j = sen (-2) x sen (90 — —2 ) + 
a 
sen (-2 ) X sen (90 — —P) 21 
Sea a/2 = a e /3/2 = b, entonces 
sen(a + b) = sen(b) sen(90 — a) + sen(a) sen(90 — b) 
Si cos(0) = sen(90 — O), tenemos que 
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + sen(b) cos(a) 
Ptolomeo aplicando sucesiva de este teorema a los acordes encontrados con los dos 
primeros corolarios es posible calcular todas las longitudes de cuerda para los ángulos 
entre O ° y 180 ° en incrementos de 1 'A ° Asi 
Proposición 4 Si O < a < fi < 1800 
 son longitudes de arco, entonces 
crd 13 
crd a
< 
 a 
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Figura 18 
Ptolomeo calculó el largo del segmento AB, la cuerda del ángulo céntrico a = AOB 
Demostración Sea a y 13 denotan la longitud de los arco de A a By BaC Trazar el 
segmento BD que divide LABC , y marcar E como el punto de intersección de AC 
y BD 
necesitaremos el hecho de que, dado que LABE = LEBC 
AB BC 
AE = CE 
dado el AABC, BE biseca al LB , entonces la relación de AB a AE es igual a la relación 
de BC a CE 
AB BC 
AE = CE 
sea K un punto del segmento de BD para que CE = CK Como el AECK es isósceles, 
LEKC = LKEC = LAEB, por lo que los triángulos ABE y CBK son semejantes De 
esto se deduce que 
AB BC BC 
AE = CK = CE 
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Trazamos una perpendicular desde D hasta AC, que corte a AC en el punto F (véase 
la Figura 18) Dado que el arco de A hasta D es igual al arco de D hasta C , como F es en 
el punto medio del AC Dibujamos el arco del circulo con centro en D con un radio de DE 
y marcamos su intersección con AD como G y su intersección con la prolongación del DF 
en H 
Como los triángulos EFD y DEA tienen las mismas alturas, la relacion de sus áreas 
es igual a la relaclon de sus bases, EF/AE La relacion de las áreas de estos triángulos es 
menor que la relación de las áreas de los sectoresEHD para GED, y la relación de los 
sectores es Igual a la relación de los angulos en D vemos que 
EF área del AEFD área del sector EHD LEDF 
AE = área del AAED < área del sector GED = —LADE 
observamos que 
EC = EF + FC = EF + AF = 2EF + AE 
y, de forma similar, zEDC = 2LEDF + LADE Ahora uniendo todo, tenemos 
crd fi— 	 EC 	 EF AE LEDF zADE LEDC  13/2 /3 
crd a  AB = AC = 2 AE + AE < 2 LADE + LADE = zADE = a/2 = í 
0 
Utilizando las formulas, Diferencia de Cuerda de un Arco, la mitad del Arco, la 
suma de dos arcos y la relación entre los arcos (mayor y menor), Ptolomeo tambien 
obtuvo su Tabla de Cuerdas Vea a continuación, en la tabla 6 
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a en grado crd(a) 
1 
i 0,31,25 
1 1,2,50 
1 
1•• 1,34,15 
2 2,5,40 
4 4,11,16 
8 8,22,15 
10 10,27,32 
30 31,3,30 
60 60,0,0 
90 84,5157 
120 103,55,23 
180 120,0,0 
Cuadro 6 
1.4 LA TRIGONOMETRÍA EN LA CULTURA HINDÚ 
Aunque los lundues fueron influenciados por los griegos, su trigonometría en 
definitiva tomo un rumbo nuevo No parece haber similitudes entre esta nueva 
trigonometría y la astronomui de Ptolomeo, donde se basó en la relación funcional entre 
las cuerdas de un circulo y los angulos centrales que lo sublienden Para los matemáticos 
hmdues sus estudios se basaron en la relación entre el medio de una cuerda de un circulo 
y la mitad del ángulo subtendido en el centro de toda la cuerda A partir de esto se deriva 
el predecesor de la función tngonometnca moderna conocida como el seno del ángulo 
Asi, el principal aporte de la India es la introducción mas formal de la función seno 
Los matemáticos indios teman una trigonometría diferente a las de los griegos, y 
crearon su propia version de la tabla de senos AryaBhata, (476-550 D C ) fue un gran 
54 
matematico y astronomo indio (bola 147) En su libro llamado Aryabhatluya, que 
contiene la mayor parte de las ideas esenciales que asociamos con el seno, coseno y el 
seno inverso Usó las palabras jy& de seno, koiyii de coseno, uticrama para inverso y 
utkramay'd de seno inverso 
Tres funciones trigonométricas (Figura 19), a saber jyti (PM), kalyii (OM) y 
utkramajyri (MB) para una pequeña arco PB en el pnmer cuadrante definido por los 
astrónomos de la India Podemos dar una equivalencia moderna de la siguiente manera 
P 
o 
A 
Figura 19 Conceptos básicos de la Tngonometría en la India 
lyEi (0) = PM = r sen(0) 
kolyEi(0) = OM = r cos (0) 
utkramajyti (0) = MA = r — r cos (0) 
donde R = OP = radio 
por lo tanto su relación con las funciones trigonométricas modernas será 
lyEt PB = rsen O, kotgyEi PB = rcos O y utkramajyti PB = r — rcos 9 
= r(sen)i O 
y O el ángulo que subtiende el centro del arco PB 
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donde jya sigiufica 
"cuerda del arco", y por lo tanto "la cuerda de un arco" 
kottiyd significa 
Entre otras cosas "el extremo curvo de un arco" o "al final o extremo en general", de alu 
que en trigonometria se denomina "el complemento de un arco a 90 °" 
utkramaiyil 
UtIcraina sigrufic,a "invertido", "salir", "superior" De alu el término utkramajya 
literalmente significa "seno inverso" 
Brahmagupta dice 
"El radio disminuido por el inverso de Rsuie de un arco o de su complemento dará la 
Rsine de la otra La raíz cuadrada de la diferencia del cuadrado del radio y el de la Rsine 
de un arco o de su complemento será el Rsine del otro" 
r — utkramajyrz a = jyd a(90° — a) 
r — utkramaiyff (90 0 
 — a) = iyei a 
,./r2 _. Oya 	 ay = jy(900 — a) 
.jr2 — fjyti(90° — a)) 2 = jy5(90° — a) 
"El Rsme es el exceso de un arco de más de 90 ° añadido al radio dara inverso de Rsine 
de ese arco" 
r + jyri(a — 90°) = utkramalyirc a 
donde a > 900  
De acuerdo a estas reglas de Brahmagupta 
Por definicion 
r — utkramajyff a = jytz a(90° — a) 
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utkramajyff a = r — jya a(90° — a) 
Paramesvara (1430) dice 
"La raíz cuadrada de la suma de los cuadrados del Rseno y del inverso del Rseno de un 
arco de la "cuerda entera" (samasta-lyli) de ese arco La mitad que la medio arco (es 
decir, el Rseno) de la mitad del arco 
Por lo tanto los hindúes sabia muy temprano lo que en notaciones trigonométricas 
modernos se expresa como 
e 
2sen2 —2 = 1 — cos O 
A B 
Figura 20 
prueba 
por definición 
K = r — U (donde K = kotliyEz = OMJ = jya = PM 
U = utkramajya = MB y r =radio 
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ahora 
K 2 = (r — U) 2 
K 2 = r2 — 2rU + U 2 
O 
r2 _ rx2 it = 2rU — U 2 
o 
J2 = 2rU — U 2 * 
o 
12 + u2 ru 
	 = 
4 	 2 
o 
1.1(pm)2 	 4. Of 4 By 
	 r x MB 
2 	 2 
o 
PM _ x MB  
2j 2 
o 
O 	 r x utIcramajyd O 
D'a-2 = 	 2 
o 
2y112 ! = r x utkrantajyri O 
o 
O 
r(r - kojyr2 O) = 2 jya2 i 
o 
2 jya-2 2-9 
kolyli O = r2 	  2 
en notacion moderna equivale a 
O 
cos O = 1 — 2 sen2 -2 
sen2 O + cos2 O = 1 
considerando la ecuacion 
12 = 2rU — U2 
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12 = 2r(r — K) — (r — K) 2 
/2 = 2r2 — 2rK — (r 2 — 2rK + K 2) 
j2 4_ K2 = r 2 
jya2 O + ko j ya2 O = r2 
esto, por supuesto, es equivalente a las formulas moderna 
sen2 0 + cos 2 0 = 1 
Varahamilura (505) indica por pnmera vez 
"Para encontrar el Rseno de cualquier arco deseado, al doble del arco restar la cuarta 
parte del circulo, el radio disminuido por el Rseno del resto El cuadrado de la mitad del 
resultado se suma al cuadrado de la mitad de Rseno del doble arco La raiz cuadrada de 
la suma es el Rseno deseada" 
En notación moderna 
O 
4 sen2 —2 = sen2 0 + (sen-1 0) 2 
Sea el arc XP = arc PQ = a, entonces arc QY = 900 
 — 20 
ahora 
xP2 = QT 2 + Tx2 
4XD 2 = QT 2 + TX 2 
XD 2 = (QT/2 ) 2 + (TX/ 2) 2 
donde 
o 
o 
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oya 9)2 . (Ya 29  \ 2 (r — iyil(90° — 20)) 2 
l 2 ) + 	 2 
es equivalente a 
0 4 sen2 — = sen2 0 + (sen' 0) 2 2 
La siguiente formula aparece por pnmera vez en las obras de kyabhata II (950) Dice 
"El Rseno de cualquier arco multiplicado por el radio se resta o se añade a la plaza del 
valor máximo de la Rsine, se extrae la raiz cuadrada de la media de los resultados Estos 
serán los Rsine de 45 ° disminución o aumento del medio arco por medio 
El cuadrado del radio disminuidos o aumentado por el producto del radio y la Rsine 
de un arco, la raiz cuadrada de la media de los resultados será el Rsine de la media de 
900 menos o más que el arco 
En notacion moderna es 
1 
sen —(900 + O) = —1 (1 + sen O) 2 	 — 	 2 — 
Prueba 
El arco XP lo denotamos por 0 El OQ biseca al arco YP en el punto c 
YP2 = YN 2 + NP2 
= (OY 
- PM) 2 + PN 2 
= 0Y 2 + PM 2 + 0M 2 — 20Y PM 
por lo tanto 
4PC 2 = 2(0P2 — OP PM) 
lo cual 
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1 	 1 jy (90° - 0) = j-
2
(r2 - r Dia 0) 
en notación moderna 
sen 12- (900 
 ± 0) = j1(1± sen O) 
Los matemáticos hindúes prueban las siguientes identidades tngonométncas 
• 2cos2 -e = 1 + cos O 2 
• 2sen2 -e 2 = 1 - COS O 
• sen2 09)  (45 - = - (cos O - sen O ) 2 1 2 
• cos 20 = 1 - 2sen20 
• sen2 O + (sen -1 0)2 = 2sen-1 O 
• 2sen O cos O + [sen -1 O - sen -1 (90° - 0)] 2 = 1 
• (1 + sen O) sen -1 (90° - O) = cos 2 0 
• sen(0 + a) = sen0 cosa + cos O sen a 
• sen 20 = 2sen O cos O 
• sen2 0 = cos 2 0 - sen2 0 
Teorema del seno 
Brahmagupta uso la importante relación 
a 	 b 	 c 
jyti A = jpi B = jyd C 
que es, por supuesto, equivalente a 
a 	 b 	 c 
— — — 
sen A = 
	 = 
sen 8 sen C 
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entre los lados (a, b, c) y ángulos (A, B, C) de un triángulo plano 
Para encontrar los Rsenos geométricamente en un circulo de radio r En la figura 21, 
con base BC = r de un AABC equilátero cuyos otros dos lados de AC y AB son iguales 
al radio r Trazamos la perpendicular AL de la umon A de los dos lados AB y AC en 
donde C es el centro del círculo 
Figura 21 Evolución geométrico de los rsenos 
Valores para sen 600  , sen 300 y sen 45° 
El AL I CB y biseca al CB Luego CL = BL = r /2 
Si, AC = CB = r 
Sea AL = es la mitad del arco de AA 1=Rsen 600  y CM = AL = koiyii30° = rcos 30 , 
el kotyyd de un arco de 30° 
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por lo tanto 
r 2 1 r§ 
AL = .511.2 — (-2) =--r 
lo cual 
-Irá Rsen 600  = yEi60° = AL = —
2 r 
Ahora AL = mitad del arco AA' = Rsen 60°y CM = AL = Rcos 30° 
Entonces rsen 60° = CM = -4 r = AL = rcos 30° 2 
De nuevo CL = AM = mitad del arco AB' = ya 30'=r sen 30° 
o 
r sen 30° = ya 30° = CL =CM = li 
r Inverso del arco de 30° está dado por MD = CD - CM = r - rcos 30° = 
r(1 — cos 30°) 
entonces el Radio - Rcoseno esta dado por Rseno' 
Ahora, si la hipotenusa de estos (esto es, el Rseno de 30° y el Rseno -1 de 30°), el 
Rseno" de 150  7 ° , y aphcando sucesivamente este proceso en el circulo podemos 
encontrar 
r 
AM = rsen 30° = -
2 
, MD = rsen -1 30° = r(1 - cos 30°) 
AD 2 = A M 2 + MD 2 
1 	 1 	  Rsen 15° = DN = medio arco de AD = -AD = - NIAM 2 + MD 2 2 	 2 
2 
= 1 j ( 	  
 + (r[1- cos 301) 2 2 k 2 
o 
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2 
= 	 + (r[1- sen 60 01) 2 en otro términos 22J  
entonces 
2 1 r 2 
	 ( 	 V 3) rsen 15° = 	 + r 2 1- T 
jrz 	 3 
= I 513 2 
ahora 
r 2 i 	 r 2 + N/N 2 
30 	 30 del mismo modo, los r seno y r coseno de 7-2 y 3; 	 y asi sucesivamente, se puede 
determinar geométricamente La fórmula general incrustado en esta fórmula es 
e 	 1 	
 1 	  
r sen 
)
= Dkr sen 8) 2 + (r sen -1 0) 2 = i j (r sen 60 2 + (r[1 - cos 9])2 
lo cual es cierto, ya que el lado derecho de esta expresión se puede simplificar de 
la siguiente manera 
1 	
 1 	  
sen 0) 2 + (r[1 - cos O])2 = Vr 2sen20 + r2 + r 2 cos 20 - 2r 2 cos 2 	 2 
1 
= -2 V2r2 (1 - cose) 
= 1 . j2r 2 2sen2 2 	 2 
= -1 (2r sen (-9)) 2 	 2 
= sen 2 
a continuación, para calcular la longitud aproximada de un arco pequeño, 
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se sugiere la siguiente fórmula 
4 
arc 	 seno-1) 2 + (r seno)2  para cualquier pequeño arco 3 
Si el arco es s = r O, entonces la fórmula antenor la podemos expresar de la 
siguiente forma 
4 
s Pe -(r seno j 3 	
4 
-1 ) 2 + (r seno) 2 = - (r [1 - cos 9]) 2 + (r sen 0) 2 3 
= 	
r2 2 [- sen2  (O-12 	 + 7.2 [2 sen (-e) cos (1)12 3 	 2 	 2 	 2 
= ,J-4 r2 [4 sen4 (-9)]+ 7.2 [4sen2  (-8) cosa ()1 3 	 2 	 2 	 2 
= . j4r2 Se712 (°)E4 2 9) 	 2 el --2 3 sen ( í + cos í 
= \14r2 sena n [i + sena ()1 2 	 2 
1 
= 2 rsenn[1 + -1- sen2 (Ir 2 	 3 	 2 
1 i 	 a 
O 	 1 1 
= 2 rsen( [-2) 1 + .ix sena (12) ÷ 552—(-21) ( 1 s e n 2 (0)
2 
 + 
a 4 
= 2 rsenn ti + -1 sena (-°) - —1 (sen(L)) + 2 	 6 	 2 	 72 	 2 
Si O es pequeño, entonces r sen O será el arco correspondiente as, 
r sen (-°2) r (1)  2 
Por lo tanto, se deduce que 
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\I-4 (r Ver= 0) 2 + (r sen 9) 2 2-- 2r (2-) [1 + 1 	r--)2 — I (—° )4 + 1 3 	 2 	 6 2 	 72 2 
Ahora, para valores suficientemente pequeños de O tal que 6 3 y para la potencia mas 
grande de O se puede despreciar, la sene del lado derecho — n r O o tiende al arco Para 
calcular r seno y r coseno comenzamos por el uso de la circunferencia de Nilakantha y 
la relacion del radio con el diámetro de la circunferencia de un círculo se toma como 113 
y355 unidades respectivamente 
1.5 LA TRIGONOMETRÍA EN LA CULTURA ÁRABE 
Dos libros griegos que fueron fundamentales para la civilización islámica "El 
Almagesto" (Ptolomeo), y "Los elementos" (Euclides) El primero les enseñaba a 
onentarse por las estrellas y el segundo, a hacer dibujos que señalasen la dirección de La 
Meca desde cualquier parte de la Tierra 
La trigonometría paso a los árabes donde podemos mencionar a AL-Batam(858-929) fue 
astrónomo, astrólogo y matemático Su obra se centra en el estudio de las relaciones 
trigonométricas, entre ellas se destaca 
sen O 
tan° =—
cos O , sec O = NI 1 + tan 2 O 
Proporciono una solucion para la ecuacion sen O = a cos O, deduciendo 
a 
sen O = 
	  
INr:1- a 2 
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Utilizo la idea de Al-Marwazi de la tangente, para resolver ecuaciones con tangente y 
cotangente, compilando tablas con sus valores Cálculo con muy poco error el ángulo que 
forma el eje de la tierra con su plano de rotación 
Abul'_Wafa (940-998) matemático y astrónomo Nació en Buzhgan (Iran) Su 
contribución está enfocada pnncipalmente en el campo de la trigonometría, adopta una 
forma sistematica de las seis fiinciones, en la que demuestra teoremas como las 
fórmulas del doble ángulo y la mitad ángulo, introduce la función tangente y mejoro los 
métodos para calcular las tablas de las funciones trigonometría, y estudia las relaciones 
entre ellas Ideo un método nuevo de calcular las tablas del seno Construyó una tabla de 
cuarto en cuarto de grado y con ocho cifras decimales, y desarrollo maneras de solucionar 
algunos problemas de triángulos esfencos 
Estableció las identidades trigonométricas 
sen(a + b) = sen a cos b + cos a sen b 
cos(2a) = 1 — 2sen2 (a) 
sen (2a) = 2sen (a)cos(a) 
El teorema del seno 
El teorema del seno, relaciona los lados y los ángulos opuestos de un triángulo esféricos, 
en un tnangulo plano, de los lados y los senos de los ángulos opuestos, nace de la 
necesidad de simplificar el Teorema de Menelao Su descubrimiento fue de gran 
importancia, ya que contribuyo enormemente a la simplificacion de la resolución de los 
problemas planteados en la trigonometna esférica 
Se le atribuye la generalización del teorema del seno para triángulos esféricos, y 
desarrollo una manera de solucionar algunos problemas de triángulos esféricos 
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Dedujo la formula del seno para la trigonometría esfénca 
sen (A) _ sen (8) _ sen (C) 
sen (b) — sen (b) — sen (c) 
La regla del seno en su versión moderna se atnbuye a Nasir al Din al-Tusi La regla 
puede formularse de la siguiente manera 
Dado un tnangulo cualquiera ABC 
b
= 
 r sen II 
—  — 
c r sen C 
donde se considera que r nene 60 urudades Al-Tusi proporciona una prueba y pasa a 
considerar como se puede utilizar el resultado para calcular las dimensiones de un 
tnangulo 
Sus trabajos sobre la variación de la distancia entre el Sol y la Tierra tuvieron 
influencia en los matemáticos posteriores, como por ejemplo Tycho Brahe, Kepler, 
 , 
Galileo y Copémico 
En la India y también en Arabia se utilizaba una teoría general de longitudes de 
sombras con respecto a una unidad determinada de longitud o gnomon, para alturas 
variables del sol sobre el horizonte, no habla nusuna unidad de longitud estándar para la 
varilla o gnomon, aunque a menudo se adoptaba o bien un palmo o la altura media de un 
hombre Entonces la sombra horizontal proyectada por el gnomon vertical de longitud 
fija, era lo que nosotros llamamos la cotangente del ángulo de elevacion del sol sobre el 
horizonte La "sombra invertida", es decir, la sombra proyectada sobre una pared vertical 
por una vanlla o gnomon de longitud utudad fijado perpendicularmente a la pared, seria 
en cambio lo que nosotros llamamos la tangente del ángulo de elevación del sol La 
"hipotenusa de la sombra", es decir, la distancia del extremo del gnomon vertical unidad 
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al extremo de su sombra era lo equivalente a nuestra función cosecante, y la "hipotenusa 
de la sombra invertida" jugaba el mismo papel que nuestra secante 
Parece ser que esta tradicion relativa a la medida de las sombras estaba ya bien 
establecida en Asia por la epoca de Thabit ibn-Qurra, pero que los valores de estas dos 
hipotenusas (cosecante y secante) raramente se tabulaban 
Col 
-f?), 
__.___ 
Al Varilla 
2 
Figura 22 
Al-Hasib (ca 850) construyo las primeras tablas de senos y tangentes a intervalos 
de 1 0, exactas hasta tres cifras sexagesimales Confeccionar estas tablas es 
impresionantemente labonoso 
Abu'l-Wefa en su obra Zaj almagestt calcula sen 12 9, el procedimiento consista en 
aphcar la fórmula del seno de la diferencia de dos arcos, a saber sen(72 2 — 60) A 
partir de los lados de un pentágono regular y de un tnangulo equilátero inscrito en un 
circulo Es posible calcular los valores requeridos de los senos de los ángulos 
mencionados hasta cualquier grado de exactitud 
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Figura 23 
Para ilustrar esto, la figura 23 muestra un tnangulo ABC cuyos ángulos de la base 
miden 72º y el tercer angulo 36º Podemos mostrar que 
2 cos 36º = 2 cos 72º + 1 
Utilizando las igualdades 
cos(A + B) = cos(A) cos(B) + sen(A)sen(B) y sen 2 (A) + cos 2 (A) = 1 
la ecuación antenor se puede expresar como 
2c = 2(2c 2 — 1) -4- 1 donde c = cos 36º 
por tanto, 4c 2 — 2c — 1 = O, cuya solución es 
C = 
2±1/4-7 176- = 1+1/g 
e 	 4 ' para c < O 
o cos 36º = 1 (1 + N) Ahora, para calcular el sen72 9, como sen 729 = cos 18º, 4 
sabemos que cos a = 1 — 2sen25- hacemos c = cos18º Entonces, 2 
2C 2 - 1 = 4 
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2 	 5-1"11 C = - 8 
por tanto, 
cos 18º = sen 72º = 54"i-1 a 
El hecho de que el sen 60º lo conocían los indios ya en el año 500 D C 
probablemente esto explica la familiandad que los arabes tenían con este resultado La 
diferencia entre los valores cálculos de sen 722  y sen 60º se toma y se usa con el 
desarrollo 
sen(72 2 — 602) = sen 72º cos 60º — sen 60º cos 722  
para obtener el valor de sen 129 
Aplicando continuamente, la fórmula del semiangulo para obtener, sucesivamente, 
sen 69 , sen 3 9, sen 1/2 2 y sen 3/4 º, y aplicaban algun procedimiento de 
interpolación lineal, los dos últimos valores para obtener un estimación de senlº 
Al-Kasln, en su libro Ittsala al-watar wal-icab (Tratado sobre la cuerda y el seno) 
estudia el problema para obtener una estimación exacta del sen 12 de dos relaciones 
Las dos relaciones son primera, para cualquier ángulo a 
(13) sen 3a = 3sen a — 4sen3 a 
para a = 1, tenemos 
(14) sen 32 = 3senl 2 — 4sen3 1º 
segunda, por el método anteriormente discutido, podemos calcular que 
sen 39 = 0,052335956 
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combinando las ecuaciones (13) y (14) , y llamando x al valor desconocido de sen 1, 
obtenemos la ecuación cubica 
x 3  — 0,75 + 0,013083989 = 0 
Al-Kashi para resolver la ecuacion de la forma f (x) = x, escoge un valor arbitrano 
xo , como una aproximación a la raiz 
Luego, usando la relación xn = f (x n_ 1) para n = 1,2,3, se obtiene una secuencia 
de valores xl , x2  que se aproximan cada vez más a la solución, independientemente de 
lo que se escogto para xo, siempre que exista hm x n 
Mediante este método Al-lcashia calcula el valor de sen 1 9  correctamente hasta 
dieciséis decimales, siendo una demostración notable de la capacidad de calculo, incluso 
con los estándares actuales 
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CAPITULO II 
LA TRIGONOMETRIA MODERNA 
Históricamente el desarrollo de la tngonometna en las diversas culturas siempre tuvo 
cierta similitud variando las notaciones y el modo de presentación sin preocuparse con el 
rigor matemático 
Con el descubrimiento del cálculo en el siglo XVII se introdujeron los conceptos de 
seno y coseno a través de una herramienta muy convincente, las senes de potencias y de 
esta forma el aspecto de rigor trigonométrico se resalto en este entonces 
Con el conocimiento de los numeros complejos y del cálculo, fue posible definir las 
funciones trigonométricas con el auxilio de senes de senos y coseno 
Puede parecer a pnmera vista, que la nueva manera de presentar las funciones senos y 
coseno no son las mismas funciones de la trigonometna tradicional Sin embargo 
fácilmente se puede comprobar que solo existe un par de funciones f5 (x) y fi(x), 
definidas y denvables para todo x real, tales que 
f(x) = f(x) 	 fc'(x)= —f(x) 
fs (0) = O 	 fc (0) =1 
Las funciones seno y coseno de la trigonometría antigua gozan de las propiedades 
anunciadas anteriormente Por otra parte, las funciones seno y coseno, aquí definidas, 
también satisfacen esas propiedades, por consiguientes, ellas son las mismas 
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2.1 La funciones seno y coseno 
Consideremos las dos senes de potencias siguientes 
‘n x2n+1 	 rzn 
YEne°=o(-1)n —(2n)I (2n+1)! 
Aplicando la razón, concluimos que ellas convergen, para cualquier x real Por lo tanto, 
las senes antenores representan funciones denvables definidas para todo x real 
Definimos entonces, las funciones seno y coseno, respectivamente, por las expresiones 
(1) sen x = 
	
x2n+1 
rn=0(-1)n — (2n+1)? 
x2n (2) cos x = En3.=0(-1)n (2n)1 
podemos denvar término a término la serié de potencia, tenemos 
(3) — (sen x) = cos x , 	 — (cos x) = —sen x dx 	 dx 
se puede deducir directamente de la definición que seno es una función impar, en cuanto 
que el coseno es una función par, esto es, 
(4) sen (—x) = —sen x , cos(—x) = cos x 
Teorema 2.1 Para todo numero real x, se cumple la igualdad 
(5) sen2 x + cos2 x = 1 
Demostración 
La funcion f (x) = sen 2 x + cos2 x es denvable, y su derivada es 
f"(x) = 2 sen x (sen x)' + 2 cos x (cos x) . = O 
en vista de la relación (3), se sigue que f(x) = c, donde c es una constante Para 
determinar c, basta calcular f para x = O 
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(6) sen O = O 	 y 	 cos O = 1 
relaciones que provienen inmediatamente de las defunciones (1) y (2), concluimos que 
c = 1, lo que demuestra la relación (5) 
Corolario 2.2 Para todo número real x, se cumple las desigualdades 
—1 5 sen x 5 1 
	 y 	 —1 5 cos x 5 1 
Lema 2.3. Sea f (x) la función definida por una serie de potencias Er,. 0 cinxn la cual 
converge en lxi < r Supongamos que 
(7) f"(x) + f (x) = O 
	 para Ixi < r 
y 
(8) f(0) = O , 	 RO) = O 
entones, f(x) = O 	 para todo lx I < r 
Demostración 
La ecuación (7) nos dice que f"(x) = —f(x) Luego 
f(0) = O implica que 
(9) f "(x) = O 
como f es infinitamente denvable y por lo tanto, obtenemos 
(10) f"(x) + f.' (x) = O 
al denvar (7) 
Como RO) = O se dice RO) = O y consecuentemente todas la derivadas de f para 
x = O son reales Por consiguiente, todos los coeficiente de la sene de potencias que 
f (7') (0) define a f se anulan, toda vez que an _ — —
n1 
Luego f (x) es infinitamente nula 
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Teorema 2.4. Para cualesquiera que sean los números reales a y b valen las siguientes 
formulas 
(11) sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a 
(12) cos(a + b) = cos a cos b — sen a sen b 
Demostración 
Fijamos a y definimos la función 
f (x) = sen (a + x) — sen a cos x — sen x cos a 
La función sen (a + x) es una serie de potencia en x, la cual converge a todo x real 
Luego f (x) es una serie de potencia en x Utilizando (3) vemos que f satisface (7) Por 
otro lado, es fácil de ver usando (6), que f (0) = RO) = O Luego por le lema 4 2, que 
f (x) = O, lo que prueba la relación (11) De modo análogo se prueba la relación (12) 
Teorema 2.5 Existe a > O tal que cos a = O 
Entre otras cosas es también posible comprobar la existencia de a > O tal que 
cos a = O 
Con la tngonometna moderna, respaldada por el cálculo integral el nivel y rigor de la 
trigonometna tradicional se resalto mejorando de manera sorprendente su manipulación 
Sin embargo dicha trigonometría "moderna", no llena las expectativas para el uso en el 
nivel medio, puesto que la complexidad de los conceptos del calculo no permite el uso 
formal ni su introducción al nivel básico de la enseñanza media 
Inspirado por esta dificultad, es que nos motive presentar una propuesta de una 
trigonometría intermedia, ngurosa y de fácil presentación, introduciendo números 
complejos, la cual presentaremos en el próxima capitulo 
76 
CAPÍTULO III 
LA TRIGONOMETRÍA CON NÚMEROS COMPLEJOS 
En este capítulo presentaremos una propuesta de una trigonometría diferente en la cual 
introduciremos algunas ideas sobre la enseñanza de la matemática Creemos por 
expenencia, que existen en matemática ideas simples y fundamentales y la enseñanza 
debe resaltar estos hechos básicos, iluminar sus relaciones mutuas y colocar los hechos 
secundanos donde ellos pertenecen, esto es en los ejemplos y ejercicios 
En el caso particular de la tngonometna, los temas como resolución de tnángulos, 
identidades trigonométricas y funciones auxiliares (secante, cosecante y cotangente) 
fueron consideradas como secundanas Por otro lado, el teorema fundamental de la 
tngonometna (las formulas de adición) es demostrada aqui atreves de una interpretación 
geométrica del producto de números complejos, esta relación fundamental aparece 
después bajo vanas formas y hallamos conveniente destacarla Nos esforzamos en reducir 
al mínimo indispensable, nos referimos a conocimientos anteriores Adoptamos una 
actitud moderadamente intuitiva, con el fin de evitar largos desvios técnicos que solo 
serán apreciados después de cierta madurez en matemática 
Los ejercicios y problemas propuestos constituyen una parte indispensable del 
proyecto y son organizados de modo que sigue un orden y grado de dificultad crecientes 
Creemos que un alumno con actitud puede leer este capítulo solo y con certeza gastara 
mas tiempo pensando que leyendo, y esta es la manera correcta de aprender matemática 
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Aprender matemática es aprender a pensar solo y con segundad mas matemática que 
otra, pero, la mayoría de las personas pueden aprender alguna matemática Esta propuesta 
fue diseñada para esta mayona 
3 1 Ángulos y funciones trigonométricas. 
La noción de ángulo está íntimamente relacionada con la idea de rotación Una 
rotación de una figura F de un plano en torno a un punto O de F es una transformación de 
F en una figura F' de modo que se cumpla las siguientes condiciones 
a) El punto O es invanante (se mantiene fijo) 
b) La distancia entre dos puntos cualesquiera de F se mantiene constante 
c) Si un punto P de F, P * O es mantenido fijo, entonces todos los puntos de F son 
mantenidos fijos 
En particular, la rotación de una recta r entorno a un punto O de r produce como 
imagen una recta r', pasando por el punto O 
Figura 24 
La noción de rotación permite asociar a un plano P una onentación Aunque la noción 
de onentación se puede definir de manera rigurosa, nos limitamos a que con la siguiente 
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idea intuitiva Una orientación es una elección entre dos posibles sentidos que pueden 
efectuar rotaciones, de ser escogida tal orientación, diremos que el plano está orientado y 
las rotaciones hechas en el sentido escogido son llamadas positivas En un plano 
orientado, un sistema rectangular de coordenadas xoy es llamado positivo si la rotación 
que va desde ox hasta oy a través del pruner cuadrante es positiva 
Sea ahora un plano onentado y sea AC y BC dos senurrectas de P, con ongen común C 
Definimos el ángulos de A hacia 8 el conjunto de los puntos de P descritos por la 
rotacion positiva que lleva CA sobre CB Este ángulo sera indicado con el simbolo a o 
ACB, observe que Á» fia 
ang 
sentido positivo 
Figura 25 
Vamos asociar a un ángulo /In un número real, que será la medida de ese angulo 
Para esto sea S' un circulo unitario de P, con centro en C Las semirrectas CA y CB 
determina en S 1 un arco S, cuya longitud es la medida del angulo ;fa en radianes 
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k 
Figura 26 
Existe otras unidades para medir ángulos, la más comun es obtenida dividiéndose el 
circulo unitano en 360 partes iguales y tomando una de estas partes (un grado) como 
unidades Es Fácil convertir grados a radianes y viceversa Para esto basta usar la 
proporción 
	
x grados 	 360 
= 
	
y radianes 	 21r 
Por ejemplo, para saber cuántos grados vale un radian°, tenemos 
x
= = 
	
360 	 180 
— _ _ 
1 	 2ir 	 314 
Esto es un radiane es aproximadamente 57 grados 
Se suele indicar la medida de un ángulo por una letra griega, digamos O Cuando nos 
referimos al angulo O Toda vez que la longitud total de S 1 es 27r, claro que O 5 O 5 27r 
En general escnbimos, por ejemplo, O = :, con el significado que 114 radianes 
Consideremos ahora un ángulo O entre O < e < 112 y tracemos a partir de los puntos 
B1, 82,83 , 	 etc, de la semirrecta CB, perpendiculares M i, B2A 2 , B3 A 3 etc , A la 
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semirrecta CA Los triángulos CA I BI, CA 2 B2, CA 3 B3 etc, son semejantes, puesto que 
tienen un ángulo común y los lados opuestos son paralelos 
A 
Figura 27 
Así podemos escribir 
A 2 133 = A 282 = A38 3  
C81 	 C82 	 C83 = 
Esta relación depende solamente del ángulo O y no va a depender de las longitudes 
involucradas Daremos ahora un nombre a esta función de O asi construida y definiremos 
para O < O < 11 
2 
A3133 
- = Seri O 
C83 
Que será el seno de O La ventaja de esta idea simple, pero importante, es la siguiente 
Usando triángulos pequeños podemos construir una tabla de la función seno 
Los griegos ya en la antiguedad usaban este proceso, para medir el radio de la tierra 
Desde la cima de una torre de altura h se mide el angulo O que hace la recta BC del 
horizonte de 8 con al vertical BO del lugar Vemos que 
R 
R+h = sen O 
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O 
Figura 28 
Donde R sen O + Rsen e = R, esto es 
R h sen O = 1-sen O 
Retomemos los triángulos de la figura 4, podemos ver fácilmente que las relaciones 
CA3 = CA2 = CA3 = 
CB3 CB2 CB3 
A2B3 _ A2 B2 _ A3 B3 _ 
CB3 — C82 — CB3 — 
También dependen solamente del ángulo O Definiremos entonces las funciones para 
ir 
o <e < - 2' 
ca i „ Aiei 
cos e = —' tg u = — cal 	 cit a 
La cuales se llaman coseno de O y tangente de e, respectivamente Las funciones 
sen, cos, tg son también llamadas funciones tngonométncas 
Para mejor visualización de las funciones trigonométncas y las relaciones existentes 
entre ellas, tomemos un sistema de coordenadas rectangular xoy , y onentado 
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positivamente de tal modo que O = C y el eje ox comida con OA La semtrrecta OB 
mterseca el circulo unitario S1 de centro O, en el punto P, de coordenada (x , y) Con las 
notaciones de la figura 29, Tenemos 
Figura 29 
PR y  
sen O = —op = _ 1 — y 
O OR x cos U = — = - = X OP 1 
tg O = = Il = (Ls = t OR OS 	 1 
En otras palabras, cosi) y sen O son reprensentadas por la abscisa x y ordenada y del 
punto P, respectivamente, y tg O es representada por el segmento de tangente t del 
circulo S 1 , lo que justifica la denonunacion de tangente 
Las funciones tngonometncas no son independientes De hecho, gracias al teorema de 
Pitagoras 
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cos20 + sen20 = x2 + y 2 = 1 
además 
,, PR sen o tg el 
 OR cose 
Si observamos el tnangulo de la figura 30, se puede deducir que 
COSO = CA—CB = sen el — e) 2 
e 
C 
Figura 30 
Esto es, el coseno de un ángulo es el seno de su complemento, lo que justifica la 
denominación coseno 
Como ejercicio, calcularemos las funciones tngonometncas de algunos ángulos 
1) O = 71 = 452 4 
ir 	 n 	 ir 	 ir Como — — O = — se tiene que cos — = sen — 
2 	 4 	 4 4' 
Donde 
sen2 —Ir 4- COS 2 —ir = 1 — 2sen2 —71. 
	
4 	 4 	 4 
n 
	
ir 	 n 	 ../ 	 Ir 	 sen - Esto es sen-4 = COS —4 = —2 ' tg— = —# = 1 4 	 COS- 4 
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2) 9 =1= 30º 
En la siguientes figura 31 prolongamos la recta AB a partir del punto A, de un 
segmento a partir del punto A, de un segmento AB' = AB y uniendo C al punto 
B', el tnangulo CBB' tiene tres ángulos iguales, y por consiguiente es equilátero 
B 
Figura 31 
Consecuentemente AB + AB' = 2AB = CB 
y por lo tanto 
Ir AB 	 AB 	 1 
sen 6 - = — = — = - 
   2 
toda vez que 
1 
sen2 -Ir 4- COS2 --ir = 1 = -4 + COS2 11 6 	 6 	 6 
se tiene que 
ir .n \ fi 4 
cos- = ± — - = - = - 
6 	 4 	 4 	 2 
finalmente 
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ir 
	
= cos= 	
- 
— 
— 3 
	
6 	 -2 
1) O 	 = 60º 
En este caso, basta observar que 
ir 	 Ir 	 Ir 
2 6 = 3 
asi podemos concluir que 
Ir 	 n 
sen —
3 
= cos-6 = —2 
Ir COS -3  = - 2 
tg = 
3.2. EXTENSION DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICA 
Las funciones trigonométricas están definidas para O x 5 5.2 Sin embargo es 
posible extender estas funciones de modo que ellas puedan ser definidas para todos los 
ángulos, manteniendo las relaciones básicas 
n sena 
sen2O + cos 20 = 1 , 	 tgu = — 
cose 
Para tal recordemos la interpretación de sen O y cos O como coordenadas en el círculo 
unitario y así podemos introducir las siguientes definciones 
Sean 7119 un angulo de medida O O 5 x 5 2ir Considere el sistema de 
coordenadas xoy, rectangular y onentado positivamente, con O = C y OX = OA S1 es 
circulo imitan° centrado en O La seinirrecta S 1 en el punto P 
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Figura 32 
Por definición cos O = abscisa de P 
sen O = ordenada de P 
, sen O tga = —, si cos O * O 
cose 
Se puede ver que esta definición coincide con la antenor, cuando O 5 x 5 12 Ademas, 
como todos los puntos de S 1 están a las distancia 1 del ongen, tenemos 
sen2O + cos 2 0 = 1 
La nueva definición es una extensión de la pnmera y mantiene las relaciones básicas 
n Obsérvese que tg O no está definida para O = —2 y O = —sir 
' 
donde cos O se anula 
2  
Las fimciones seno y coseno, como coordenadas de un punto, tiene signos que 
dependen del cuadrante donde se encuentran 
Mostraremos que es posible determinar el valor de la función seno, por ejemplo, en 
cualquier cuadrante, conocido sus valores en el primer cuadrante 
Consideremos separadamente los casos en que el angulo O está en el segundo, tercero 
o cuarto cuadrante 
a) O esta en O el segundo cuadrante 
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En este caso 5 < x < n Tenemos sen O = sen (ir — O) el ángulo 2 
S' 
figura 33 
b) O está en O el tercer cuadrante 
En este caso, ir <O < —327r Obtenemos 
sen O = —sen(0 — ro 
S' 
Figura 34 
c) O está en O el cuarto cuadrante 
En este último caso, -312r < O < 2n. 
88 
Tenemos sen O = —sen(27r — O) 
Figura 35 
Este proceso (llamado "reducción de seno al primer cuadrante") puede aplicarse 
también al coseno En consecuencia los valores absolutos de las funciones 
trigonométricas están determinados por los valores de estas funciones en el primer 
cuadrante 
El grafico de la función seno es el conjunto de los puntos del plano de coordenadas 
(x, sen x) El nos da todas las informaciones que obtuvimos sobre la funcion seno Con 
el conjunto de puntos que ya disponemos es posible trazar una figura bastante 
aproximada de la grafica, de dicha función 
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Figura 37 
Las funciones seno, coseno son penodicas y se puede extender a toda la recta, así 
sen x = sen(x + Var) 
cos x = cos(x + 2k7r) 
tg x = tg(x + 2k7r) con k * O 	 k E Z 
Y las relaciones básicas son preservadas 
Es claro que las relaciones basicas son preservadas en esta extension 
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3.3 NUMEROS COMPLEJOS 
Recordemos que las operaciones de suma y producto de números reales poseen ciertas 
propiedades consideradas, fundamentales que son las siguientes 
1 La suma y el producto son conmutativas, esto es si a, b son números reales entonces 
a+b=b+a 	 Y 	 ab = ba 
2 La suma y el producto son asociativas, esto es si a, b y c son números reales 
(a+b)+c=a+(b+c) 
	 y 	 (ab)c = a(bc) 
3 El producto es distributivo relativamente a la suma, esto es, si a, b y c son numeros 
reales 
a - (b + c) = ab + ac 
4 Existen y son unicos los números O y 1 satisfaciendo la condiciones 
a + O = a, 	 a 1 = a 
Para todo números real a 
5 A todo número real a corresponde un único numero real (—a), y si a * O, un unico 
número real -1 , tales que 
a 
-
1
= 1 a+(—a)=0 	 Y 	 aa 
Estas propiedades son consideradas fundamentales toda vez que a partir de ellas 
podemos deducir todas las reglas de operaciones aritméticas sobre los números reales 
Por ejemplo la famosa regla de los signos 
(-1)(-1) =1 
En efecto 
(-1)(-1 ) + (-1) = (-1)(-1) + (-1) (1) = (-1) [(-1) + 1] = O 
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Y por tanto 
(-1)(-1) + (-1) + 1=1 
Finalmente se tiene que 
(-1)(-1) = 1 
Del antenor se desprende que el cuadrado a 2 = a a de un numero real a es siempre 
positivo En otras palabras en el conjunto de los numeros reales no es posible extraer la 
raíz cuadrada de un numero negativo 
Los numeros complejos nacen de esta imposibilidad 
Lo que necesitamos es un conjunto de objetos lo cual llamaremos números complejos, 
que puedan ser sumados y multiplicados y que nos permita extraer la raiz cuadrada de 
un numero negativo y que tenga los reales incluidos 
Existen muchas maneras de construir este conjunto, o sea definir los numeros 
complejos Elegimos la siguiente 
Los numeros complejos forman el conjunto C En el cual están definidas operaciones 
de suma (indicado por el símbolo +) y de un producto (mclic,ado por la simple 
yustaposición de las letras) con las propiedades (1), (2), (3), (4) y (5), vistas 
anteriormente (para los numeros reales) 
Además los numeros reales estan incluidos en C y 
a) Existen un umco numero complejo t tal que t 2 = —1 
b) Todo numero complejo puede escnbirse de manera úruca en la forma a + lat, 
donde a y la son numeros reales (a es llamado la parte real y la la parte 
imaginaria del numero complejo a + hl) 
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Usando las propiedades de (1) a (5), podemos operar con los complejos de manera 
análoga a que operamos con los numeros reales, con el cuidado de tomar 1 2 = —1 
Por ejemplo, si z1 = 2 +3t y z2 = 5+81 
Entonces 
z1 +z2 = (2 + 30 + (5 + 81) = 7 + 11i 
z2z2 = (2 + 3/)(5 + 81) = 4 + 161+ 15t + 241 2 = 4 + 311— 24 = —20 + 31i 
Observe que de la propiedad (b) se puede deducir que los complejos de la forma a + 01 
son números reales Además si a + N = c + di, se concluye gracias a la unicidad de (b) 
que 
a=c y b=d 
O sea dos numeros complejos son iguales cuando sus partes reales e imagmanos son 
iguales 
De la definición elegida, se puede pensar en un numero complejo a + bi como un 
punto del plano cuyas coordenadas son a y bo como un vector (segmento orientado) 
desde el origen a la otro extremidad (a, b) En este ultimo caso, los numeros complejos a 
y b son llamados componentes del vector (a, b) 
Usando las propiedades algebraicas de números complejos 
z1 +z2 = (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)e 
z1 z 2 = (a + bi) (c + di) = ac + adi + ba + bdL 2 = (ac — bd) + (ad + bc)L 
En otras palabras, la suma de dos numeros complejos es representada por un vector 
cuyas componentes son la suma de las componentes de los vectores 
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Figura 38 
Así geométricamente la suma de 2 1 +22 de los vectores dados es representada por la 
diagonal del paralelogramo constituido sobre los vectores dados 
La forma z = a + bi para representar los números complejos es llamada la forma 
algebraica de los numeros complejos 
La propiedad para números complejos análogo a la propiedad (5) de los numeros 
reales vista antenormente, debe existir un numeros complejo 1 tal que z 1 = 1 Vamos 
a determinar dicho números en la forma c + di 
Para esto conviene definir el conjugado del número complejo z = a + bi como el 
número complejo f = a — bi Geométricamente, el conjugado i de z es representado por 
el simetnco de z relativamente al eje OX 
Dado un número complejo z = a + in, llamamos modulo de z al número real 
positivo 
lz 1 = “5-27—.F b2 
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Geométricamente, 121 representa la distancia del ongen a z, como se puede ver 
fácilmente utilizando el teorema de Pitágoras 
El conjugado y el modulo de un número complejos están relacionados del siguiente 
modo 
z í = (a + bl)(a — bl) = a2 + b2 =1z12 
esto es el producto de un numeros complejo z por su conjugado es igual al cuadrado del 
modulo de z 
1 	 1 Ahora, retomemos el problema de determinar -z = a+bl 
La solución es sencilla y es dada por 
1 	 2 	 2 
- = — = --- 
z 	 z 2 	 121 2 
Esto es 
1 	 a-6i a-bi 	 a 	 b 
— = 	 = — = — — —1 
a+bi 	 (a+bl)(a-bl) 	 a2 +b 2 	 a2 +b2 a2+b2 
Por ejemplo, si z = 2 + 3t 
1
= 	
2-31 	 2-31 	 2 	 3 
= — =  
2+31 	 (2+30(2-31) 	 4+9 	 13 13 
Dados dos numeros complejos 21 y z2 * O defirumos el cociente como el 
22 
1 producto 21 (—) 
22 
Por ejemplo si 21 = 3 + 21 y 22 = 1 + 51, tenemos 
21 _ 3+21 _ (3+20(1-50 _ 3+10+2t-15i 13-131 1 1 
22 — 1+51 — (1+50(1-51) — 	 1+25 26 2 2 
La operación de pasar el conjugado de un número complejo posee algunas 
propiedades utiles, las cuales resumiremos en la siguiente proposición 
Proposición 1 Si 21 y 22 son numeros complejos entonces 
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a) "ij". = 2 2; 
b) + z2 = + 
A fin de mostrar la simplicidad de la demostración, probaremos la parte (a) y dejamos 
como ejercicio la parte (b) 
En efecto, si escribimos z1 = a + bL, 22 = c + dl entonces 
z2 = (ac — bd) + c(bc + ad) 
z1 z2 = (ac — bd) — i(bc + ad) 
Por otro lado, fi. = a — 61, 	 = c — dl por lo tanto 
2; = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — t(bc + ad) = T I-77j 
Corolario 2 1z1z2 I = IziIIz2I 
Demostracion En efecto 
121221 2 = (Z122)(2-122) = Z1Z22 = Z12j 22r2 = IZ11 2 IZ2 1 2 = (1Z111Z2 1) 2 
Toda vez que el modulo es un numero positivo o cero, podemos extraer la raíz 
cuadrada de ambos miembros de la última expresión y obtener 
= IZ1IIZ2I 
Ejercicio 
A1 Verificar las igualdades siguientes 
a) — + /(1 — 	 = -2t 
b) f + 21 = z — 2/ 
A2 Escnbe en la forma a+ bi  
a) 191 6 + 61" + (20 4 
b) (2 — 31) 5 
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c) (a + 21) 7 
B1 Calcular el determinante de la matriz 
/ 1 1 1 
A= 1 1 —1 
1) 
— L 
1 —1 1 — 1 
1 —1 1 I 
82 Pruebe que 
a) z + 2. es un numero real 
b)  
22 	 22 
o 	 J., = ini 
u z2 1 	 Z2 
3.4 LA TRIGONOMETRÍA Y LOS NUMEROS COMPLEJO 
Un número complejo z = a + bi puede ser pensado como un punto del plano de 
coordenadas (a, b) o como un vector OZ, de ongen O y extremidad (a, b) La 
representacion z = a + bi da énfasis a las coordenadas del punto z Una representación 
que da énfasis a los elementos geométncos del vector oz es obtenida de la siguiente 
manera 
Si indicamos con r = izi =cNII- 1)2 la longitud del vector OZ, lo cual se supone 
diferente del cero, y por O el ángulo positivo xoz, entonces 
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z=(a, b) 
Y 	  
I 
8
y= r I b=rsen 8 1 
I 
I 
 I 
DI rtos13 	 x 
Figura 39 
a 
—
r 
= cos O 
b 
— = sen O 
r 
Esto es 
z = a + In = r cose + t r senO = r(cos0 + t sen0) 
Donde los elementos geométricos r y O del vector oz están destacados 
La representación del número complejo en la forma trigonométrica permite a z en la 
forma r(cosO + t senO) es llamada la forma tngonometnca del complejo z Obsérvese 
reemplazando O por O + 2kn, donde k es un entero positivo, negativo o nulo, numero 
complejo z no se altera En mucho casos es conveniente usar la expresión mas general 
z = r [cos(0 + 21c7r) + t sen(0 + 2kir)] 
En este caso el argumento de z es el conjunto de valores O + 2kn 
Ejemplo Si z = 2 + 21, tenemos 
izi = .n 4/1- 4 = 1/171 = 2.5 
y por tanto 
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a 2=1 
	 = 
1	 b 	 2 	 1 
— = — — 	 — = — -- 
r 	 r 215 .5 
1 	 ir toda vez que cosi; = sen0 = —, se tiene que O = —4 Asi 
Z = 215(COS 14 + tsen 5.4) 
z = 2.‘12 [cose-r-4 + 2km) + tsen( 714 2Icir)1 
una interpretación geométrica de la operación de multiplicación de complejos, que 
trataremos ahora 
En primer lugar, haremos la siguiente observacion Si x es un numero cualquiera, 
entonces 
cos(x + 2kn) = —sen x 
sen(x + 2kn) = + cos x 
Figura 40 
En efecto, los triángulos OPPi y OQQ 1 de la figura 40 son Iguales De hecho 
IOPI = 10QI y sus ángulos son iguales, Por conswente, tenemos su valor absoluto 
lcos(x + Var)1 = V2(211 = IPP 1 I = Isen xl 
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isen(x + 21c7)1 = 10Q1I = 10P1 1 = icos xl 
Toda vez que x y x + 52 están siempre en cuadrantes adyacentes, se puede justificar los 
signos contrarios Es importante resaltar que la figura hacha en el tercer cuadrante Sin 
embargo es Irrelevante la elección del cuadrante 
Para empezar, haremos una interpretación geométnca de la multiplicación de dos 
numeros complejos unitarios (modulo 1) 
En efecto sea w1 = ri (cosOi + L sen0 1 ), lo cual es representado por un punto del 
circulo unitario S 1 Como 
Lw i = L(cosO i + Lserdig = —sen0 1 + LcosO i = cos (O, + 52 ) + Lsen (O, + 112) 
Concluimos que multiplicar w1 por L significa efectuar en el punto w 1 una rotación 
Ir positiva de —2 Sea ahora otro numero complejo unitario 	 w2 = r2 (cos02 + Lsen0 2 ) 
y luego 
w2 w1 = ri (cosei + I sen0i) x r2 (cos02 + isen82 ) 
= r1r2 (cos(01 + 02) + Isen(01 + 02)) 
asi el vector que representa w 2 w1 es la suma (diagonal del paralelogramo) de los vectores 
perpendiculares 
cos02w1 	 y 	 isen02 w1 
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Con esta idea de rotación es posible mostrar que multiplicar dos numeros complejos w 1 
y w2 significa geométricamente dar a uno de ellos una rotación positiva de ángulos igual 
al ángulo del otro 
En el caso de dos complejos no unitario, por ejemplo 
zi. = ri.wi. 	 Z2 = r2 w2 
con iwi I = 1 	 y 	 1w21 = 1 
se hace el procedimiento para w 1 y w2 y se multiplica el resultado por r1 r2 
La consecuencia más importante de la interpretación que acabamos de ver es la 
siguiente proposición, la cual es considerada como el teorema fundamental de la 
tngonometna 
Teorema 3. (Formulas de adición de la tngonometría) 
Si x y y son numeros reales cualquiera 
(1) cos(x + y) = cosx cos y — sen x sen y 
(2) sen(x + y) = sen x cos y + sen y cos x 
Demostración Si x y y satisface la condición 
	
O < x < 27r 	 05y<27r 
w1 = cosOi + 1 sen02 	 w2 = cos02 + IsenO 2 
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Gracias a la interpretacion geométrica del producto, w 1w2 se obtiene de w1 dándole una 
rotación positiva de ángulo y Por tanto 
(3) w1 w2 = cos(x + y) + tsen(x + y) 
Por otro 
w1 w2 = (cos x + sen x)(cosy + sen y) 
(4) = (cosx cosy — sen x sen y) + i(sen x cos y + sen y cos x) 
Igualando las partes reales e imaginanas de (3) y (4), obtenemos 
cos(x + y) = (cosx cosy — sen x sen y) 
sen(x + y) = (sen x cos y + sen y cos x) 
lo que demuestra el teorema 
Utilizando el teorema antenor se puede comprender un gran numero de identidades 
trigonométricas A titulo de ejemplo, deduciremos algunas de ellas y haremos otras 
aplicaciones del teorema fundamental 
san x sen x 
tg(x + ) sen(x+y) sen x cos y +sen y cos x = Tr. +y c sy 	 tg x+tg y  se  7-- 1 	 y 	 cos(x+y) 	 cosx cosy—sen x sen y 	 1 sen -vn 	 1—ts x tg y cosy cos 
2 sen 2x = sen(x + x) = sen x cos x + sen x cos x = 2sen x cos x 
3 cos 2x = cos(x + x) = cosx cosx — sen x cos 2x — sen 2x 
4 Calcular cos 75º En efecto, 75 0=300+450  
Por tanto cos75º = cos(30P + 459 = cos30º cos45g sen30g sen45º 
102 
=
.15 	 ,g-Na 
_ 	 = 
2 2 	 2 2 	 4 
5 Calcular cos15g 
Tenemos cos 2x = cos2x — sen2x y cos 2x + sen2x = 1 
1 + cos2x = 2cos 2x, y por tanto 
2cos2 15Q = cos309 + 1 = T + 1 = 	  2 
finalmente 
COS15 9 = 2 
Otra consecuencia inmediata de la interpretación geométrica del producto de 
numeros complejo es la siguiente expresión llamada formula de Moivre 
(cosx + 1 sen xr = cos(nx) + 1 sen(nx) 
donde n es un entero positivo Geometncamente, la formula anterior significa que al 
multiphcar un numero complejo tuutano por simismo n veces equivale a darle 
(n — 1) rotaciones sucesivas de ángulos x 
Una de las utilidades de la formula de Moivre es permitir la determinación de 
cosnx y sennx sin el uso de las formulas de adición 
Por ejemplo para calcular sen 3x y cos 3x, escribiremos 
cos 3x + Lsen 3x = (cos 3x + Lsen 3x ) 3 = COS 3 X 3cosxL 2sen2x + 3cos 2 Lsenx 
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• /•-• 
= COS 3X — 3cosxsen 2 
 x + kscos2  xsenx — sen 3X)1 
Igualando las partes reales e imaginanas de la última expresión obtendremos 
cos 3x = cos3x — 3cosxsen 2x 
sen3x = 3cos2xsenx — sen 3x 
Otra utilidad de la formula de Mowre es en la obtención de las raíces de numeros 
complejos 
4 i Por ejemplo, determinaremos las raíces cubicas de z = —2 + -2 1 
En primer lugar escnbimos z en la forma trigonométrica 
z = cos(30g + k3602) + i sen(30 2 + k3609) 
Donde k es un entero Así cualquier complejo de la forma 
Wk = cos (30g+k3602) + 1 sen (3021-k3602) 3 	 3 
es raíz de z, toda vez que (w k) 3 = z 
los posibles valores de wk son 
k = O 	 wo = cos109- + 1 sen102 
k = 1 	 w1 = cos1302 + t sen 130g 
k = 2 	 w3 = cos250g + i sen 250g 
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Observese que cualquier otro valor de k, va a producir una de los tres números 
wo, w1 , w2 Asi concluimos que existen exactamente tres raíces cubicas de z, las cuales 
pueden ser representadas geométricamente en la figura 40 
Figura 41 
El razonamiento antenor es enteramente general En efecto si 
z = cos(0 + 21or) + t sen(0 + 2k7r) 
Entonces el complejo wk es una raiz n-esima de z si y solo si w k es de la forma 
e+21ur 	 ei-Var 
Wk = cos ( —I ) + t sen( It ) par a k = 0, 1, 2„ n — 1 
Finalmente Presentaremos una aplicación mas de los números complejos a la 
trigonometna, más específicamente, obtendremos una relación entre los lados de un 
tnangulo y las funciones trigonométricas de sus ángulos 
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Proposición 4: Ley de los cosenos 
En un tnangulo cualquiera ABC se tiene que a2 = bz + c2 _ 2bc cosA 
donde a, b y c son los lados opuestos a los vértices A, B y C respectivamente 
Demostración Tomemos un sistema de coordenadas xoy de modo que A coincida con el 
ongen O y OB coincida con el eje Ox figura 41 
Figura 42 
Sea zi, = r1 el numero complejo representado por B y z2 = r2 (cos a + i sen a) el 
numero complejo representado por C Entonces 1z1 — z2 1 2 = a2 y 1z1 — z2 1 2 = 
(z1 - z2)(fi - 72) = zii; + z2 2-2 - (z2Ej + zi2-2) 
Toda vez que 
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z22i = r2 (cos a + L sen a)ri 
z12 = r1r2 (cos a — I sen a) 
tenemos 
z22j + z 122 = r1r2 (2cosa) 
Por lo tanto 
IZi — Z2I2 = a2 = 1z1 12 4_ 	 2 1 z2 1 _ I r1r2 (2cosa) = b 2 + c2 — 2bc cos a 
3.5 ECUACIONES TRIGONOMETRICAS 
En pruner lugar estudiaremos las ecuaciones cos x = a, sen x = a y tg x = a las 
cuales son las fundamentales 
1 Ecuación cos x = a 
Para que esta ecuación tenga solución es preciso que —1 5 a < 1 
Tomemos sobre el eje de los cosenos OP = a Los arcos AM y AM' 	 figura 21, 
cuyas extremidades son los putos de mterseccion de la paralela a Oy trazada desde el 
punto P, admiten el mismo coseno Designamos por a el mismo de los arcos en valor 
absoluto, terminados en M, el menor de los arcos también en valor absoluto terminados 
en M y por - a el menor de los arcos, también en valores absoluto tenemos en M'se 
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obtienen las expresiones de los arcos terminados en M y en M', esto es admitiendo el 
mismo coseno 
Figura 43 
x = a + 21ar 
x = —a + 21ar donde k E Z 
Asi tenemos el siguiente resultado 
Teorema 5 Dos arcos tienen el mismo coseno si y solamente si, su suma o su diferencia 
es un numero par de ir radianes 
Gracias al teorema 5 es posible resolver ecuaciones de la forma 
cos f (x) = cosg(x) la cual posee las soluciones 
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f (x) = g(x) + 21cir 
f (x) = —g(x) + 21ur 
Ejemplo La solución de la ecuación 
ir COS e. - X) = COS (X + 5) 3 	 4 
ir 
es —3 — x = x + 1 +  21ar 4 
It 	 li 
-3 - x = —x — —4 + 21ar 
lo que es equivalente a 
ir 
X = - + kir 24 
porque la segunda de las dos ecuaciones antenores es imposible 
Observación Cuando los arcos tienen mismo coseno tiene también la misma secante por 
ser la secante el inverso del coseno 
( f (x) = g(x) + 2kIr Así secf (x) = secg (x) 
	 ti- (x) _, _g(x) 4- 21ar 
2 Ecuación sen x = a 
Para que esta ecuación tenga solución es preciso que —1 5 a S 1 
109 
Tomemos sobre el eje de los senos OD = a Los arcos AM y AM', cuyas 
extremidades son los puntos de intersección de la paralela a Ox Trazada desde el punto 
a, admiten el mismo seno 
figura 44 
Designando por a el menor de los arcos en valor absoluto, terminados en M, el menor 
de los arcos también en valor absoluto terminados en M' es ir — a y las expresiones 
generales de los arcos terminados en M y M', esto es, admitiendo el mismo seno a son 
f x = a + 2bl- 
tx = ir — a + 21ar 
o 
f x = a + 2ka 
ix = (2k + 1)ir — a 
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también podemos escnbir 
x — a = 21ar 
x + a = (2k + 1)ir 
Lo que resulta el siguiente teorema 
Teorema 6 Dos arcos tienen el mismo seno si y solamente si, su suma es un múltiplo 
impar de ir radianes o su diferencia es un multiplo par de n radianes 
Observación Gracias al teorema podemos resolver ecuaciones de la forma senf (x) = 
seng (x) 
En efecto, la ecuación antenor es equivalente a la reunión de las siguientes dos 
ecuaciones 
f (x) = g (x) + 21or 
f (x) = (2k + 1)n — g(x) 
Ejemplo Resolver la ecuación 
Ir 
sen (-6 ÷ X) = sen (3x — --n) 3) 
tenemos 
5- + x — 3x + 5- = (2k + 1)7r 6 	 3 
Y 
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Ir 	 Ir 21cir 
lar 	 ir finalmente se tiene x = T + -24 
3 Ecuacion tgx = a 
En la ecuación tgx = a, no hay runguna restnccion al numero a 
Figura 45 
Tomemos sobre el eje de la tangente tAt', AT = a 
Los arcos AM y AM' cuyas extremidades son los puntos de interseccion de la recta OT 
con el circulo trigonométrico admiten la misma tangente AT = a 
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Designándose por a el menor de los arcos (en valor absoluto), terminados en M' (en 
valor absoluto) será ir + a y las expresiones generales de los arcos terrrunados en M y 
M', esto es, aquellos que admiten la misma tangente a, son 
x = a + 2kir 
Y 	 x = rr + a -I- 2kir 
O sea 
x = a + 2kir 
Y x = (2k + 1)ir + a 
Los cuales pueden ser reunidos en la mea x — a = kir Asi, resulta el siguiente 
teorema 
Teorema 6 Dos arcos tiene la misma tangente si y solamente si, su diferencia es un 
multiplo entero de ir radianes 
Observación Como los arcos que tiene la misma tangente tienen la misma cotangente, 
toda vez que la cotangente es la inversa de la tangente, tenemos 
cotf(x) = cotf (x) <=> f(x) = kir + g(x) 
El teorema antenor permite resolver ecuaciones de la forma tg f(x) = tg g(x) 
En efecto, la ecuación (1) es equivalente a la ecuación f (x) = g(x) + kir 
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Ejemplo La solución de la ecuación 
tg (x +1) = tg(—x + ir) es x = 1 + kl 
3.6 ECUACIÓN LINEAL EN SENO Y COSENO 
La ecuación lineal en sen x y cosx son de la forma equivalente 
a sen x + b cos x = c 
donde a, b y c son constante reales 
Presentaremos dos métodos para solucionar dicha ecuación 
Método 1 (Método de la tangente de la mitad del arco) 
Sustituyendo sen x y cos x por sus expresiones en función de la tg 1, o sea 
escnbiendo las formulas 
. 	 2x 2 tg- 	 1-1g - 
sen x = —27 • cos x = --§ 
1449 2-2 	 1+tg 2i 
haciendo para simplicidad de la rotación, tg 1 = t, obtenemos 
2t 	 r 1-t2 (4) 	 a — +D --- =C 
1+0 	 1+0 
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o eliminando los denominadores y ordenando la ecuacion resultante en relación a t, 
obtenemos la ecuación 
(5) (b + c)t 2 — 2at — (b — c) = O 
Toda vez que la tangente asuma cualquier valor real, para que la ecuación (4) tenga 
solución es preciso que (5) admita ralees reales, esto es 
4a2 + 4(b + c)(b — c) 
Lo que nos da la condición 
(6) a2 + b2 > c2 
Lo cual es independiente del signo de los coeficientes de la ecuación onginal y de esta 
forma recaimos en la ecuaciones inmediatas, ya antes estudiadas 
Ejemplo Resolver la ecuación 
N/5 senx + cos x = 1 
Resolución En este caso a = N/5, b = c = 1 y la condición (6) es venficada porque 
(1,T2 + 1 2 = 4> 12 
Y por consiguiente la ecuación admite soluciones 
Haciendo las sustituciones indicadas, obtenemos después de algunos cálculos, la 
ecuación incompleta 
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t 2 — liNt = o 
Lo cual admite las raices 
ti = O 	 y 	 t2 = n15 
r 	 n Esto es tg 1 = O y 	 tg i = 115 = tg í 
Finalmente se obtiene las soluciones 
	
x i = 2kn 	 o 	 2n. X2 = —3 + 2kn 
Método 2 (Método del ángulo auxiliar) 
Dividiendo ambos miembro de (4) por a * O coeficiente del sen x, obtenemos la 
ecuación equivalente 
	
b 	 c 
sen x + - COS X = — 
	
a 	 a 
Como la tangente puede asumir cualquier valor real, posible determinar un ángulo o 
tal que 
19 (7) 	 tg 9 = 7, 
y la ecuación precedente puede escnbirse sucesivamente 
sen x + tg 9 cos x = —ac 
sen x cos 9 + seno cos x = -c-a COS 9 
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e (8) 	 sen(x 9) = –cos 9 a 
Por intermedio de la relación (7) se determina el valor del ángulo auxiliar 9 y 
consecuentemente el de e  –
a 
cos q y la ecuacion (8) permite determinar x + 9, y por tanto 
a x 
Observación Para que la ecuación (8) tenga solución es preciso que if-a cos 91 <1 , esto 
es 
e2 
—2 COS2 51 a 
1 	 1 	 a2 y COMO COS2 = 1-Et9 2 q, 	 a2 4-b2 
lo que nos lleva a la desigualdad 
c2 5 a2 b2 
que es la condición (6) ya vista antenormente 
Ejemplo Resolver la ecuación 
3senx+115cosx=2N15 
resolución Por ser 3 2 + (»r3-) 2 = 12 = (2-42 la ecuación tiene solución 
aplicando el procedimiento del método 2, tenemos 
senx + T cos x = 
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de la relación 
1 r 
se obtiene que q = —6 COMO cos q = —2 y la ecuación se transforma en 
sen + 19 = 1 = sen -2 6 
Finalmente se obtiene las soluciones 
x = 2k7r 
3 
x = (2k + 1)7r — 
3 
Caso particular 1-1 La ecuación lineal 
a sen x + b cos x = c 
Se reduce a una ecuación elemental cuando uno de sus coeficientes es nulo o sea 
a = O 	 cosx = c 	 o cos x = — 
b = O 	 a sen x = c 	 o 	 sen x = -a 
C = O 
	 a sen x + b cos x = O o tg x = — -a 
2 Cuando en la ecuacion lmeal (4) 
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La misma se reduce a una de la formas 
sen x + cos x = d 
o 	 senx — cosx = d 
los cuales a las ecuaciones 
dd 
	
cos y = 7 	 , 
	
2. 	 sen y = „Tí 
al transformar en producto el pnmer miembro de cada una de ellas, y usando como 
incógnita auxiliar y = x — 14 , 
la ecuación lineal tg x y 	 cotx 
son ecuaciones de la forma 
(9) a tg x + b cotx = c 
donde a, b y c son numero reales 
tambien en esta caso daremos dos método de solución 
Método 1 Consiste en sustituir cotx por 	 y asi obtenemos, después de la eliminación 
de los denominadores, una ecuación cuadratica e solución a la tg x 
(10) atg 2x — c tg x + b = O 
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para que la ecuación (9) tenga solución es preciso que la ecuación (10) admita raices 
reales, esto es c 2 - 4ab > O Si estas condiciones se satisfacen, se obtiene una o dos 
valores reales para la tg x, conforme sea c 2 - 4ab = O o c2 - 4ab > O 
44-s Ejemplo Resolver la ecuación tg x + cotx = —3 
Solucion En este caso 
2 
	
C 2 - 4ab = 	 - 4 1 1 = > O 
	
3 	 3 
y por lo tanto, la ecuación dada admite solución 
Aplicando el procedimiento indicado, se obtiene la ecuacion 
3tg 2x - 4115tg x + 3 = O 
44± 	 44±24 
o tg x = 
6 	 6 
o sea se obtiene las ecuaciones 
	
tg x = ,r3- y 	 tg x =L-33 
las cuales producen las soluciones 
ir 
x = kir + 1. 	 o 	 x = kir + -6 3 
Método 2 Sustituyendo en la ecuación (9) tg x y cotx por sus valores en función del 
sen x y cosx, 
120 
Obtenemos 
sen x  
a 
COS X 	 COS X 
después de la eliminación de los denominadores y algunas simplificaciones, se obtiene la 
ecuación 
(11) c sen 2x + (a — b) cos 2x = a + 6 
que es una ecuación lineal en sen 2x y cos 2x 
usando el método del ángulo auxiliar, o sea 
a—b (12) tg 9 = 
se obtiene 
(13) sen(2x + 9) = tii COS 9 c 
por intermedio de (12) se determina el ángulo 9 y consecuentemente se obtiene los 
valores de xg 
3.7 ECUACION CUADRATICA EN sen x y cos x 
Son ecuaciones de la forma 
(14) a sen2x + b sen x cos x + c cos 2x = d 
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Método 1 Consideremos pnmeramente laa ecuación homogénea asociada a la a la 
ecuacion (14) ( o sea d = O) 
(15) a sen2x + b senx • cosx + c cos 2 x = O 
dividiendo ambos miembros de (15) por cos2x, 
obtenemos 
(16) atg 2x+btg x+c =O 
que es una ecuación de segundo grado en tg x 
la condición para que la ecuación (15) tenga solución es que 
b 2 — 4ac > O 
asi se obtiene una o dos ecuaciones elementales en tg x, y se obtiene fácilmente los 
valores de x 
Observacion La división de la ecuación (14) por cos 2x no sipnme raices porque los 
valores de sen x y cosx no se anulan 
Simultáneamente 
Supongamos ahora d * O 
Multiplicando ambos miembros de la ecuación (14) por sen2x + cos2x se obtiene 
después de algunos cálculos la ecuación en la forma equivalente 
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(q — d)sen 2x + b sen x cos x + (c — d)cos 2x = O 
que es homogénea 
Método 2 Multiplicando ambos miembros de la ecuación (14) por 2y recordando que 
2sen2 = 1 cos 2x , 2cos 2x = 1 + cos 2x 
Resulta la ecuación eqwvalente 
a(1 — cos 2x) + b sen 2x + c(a + cos 2x = 2d) 
o 	 b sen 2x + (c — a) cos 2x = 2d — a — c 
que es una ecuación lineal en sen 2 x y cos 2 x, cuya solución ya se conoces 
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CONCLUSION 
En este trabajo presentamos los hechos que dieron origen y desarrollo de la 
tngonometría en las distintas cultural hasta la actualidad Permitiéndonos presentar los 
distintos niveles de dificultades en la enseñanza de la trigonometría (la historia, numeros 
complejo y utilizando serie de potencia) en el nivel media del sistema educativo 
panameño Esto le permitirá una mejor compleción y utilidad de la trigonometría, que es 
calcular distancia inconmensurable entre objetos, que la esencia de la trigonometna 
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RECOMENDACIÓN 
En este trabajo tratamos de dejar las bases para trabajos futuros de las enseñanzas y 
crear una didáctica de la trigonometna en el luvel medio del sistema educativo 
panameño Que las autoridades le preste atención a la poca comprensión que tiene los 
estudiantes de esta área de la matemática, trayendo dificultad de compresión de aquellos 
temas que necesita de la trigonometría 
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